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El concepto de conjunto no esta definido en términos matematicos; sin em-
bargo, intuitivamente tenemos una idea de lo que significa esta palabra, ya
que en la vida diaria nuestra mente organiza de manera inconsciente los ob-
jetos en conjuntos tales como:

* Los miembros de una familia

* Los alumnos de un salon de clases

* Los jugadores de beisbol de cierto equipo
* Los partidos politicos de un pais

Podemos decir intuitivamente que un conjunto es una colecciéon de obje-
tos que tienen una caracteristica bien definida. Esos objetos reciben el nom-
bre de elementos de dicho conjunto.

Notacion de conjuntos

Por convencion, para representar los conjuntos se utilizan las letras ma-
yusculas del alfabeto, mientras que para simbolizar sus elementos se usan las
minusculas.

Cuando queremos indicar que un objeto a es un elemento de un conjunto
A, utilizamos la notacion a € A. Esta notacién puede tener cualquiera de las
lecturas o significados siguientes.

* El objeto a es un elemento del conjunto A.
* El objeto a pertenece al conjunto A.
* El objeto a esta contenido en A.

De esta manera, el simbolo € establece la relacion de pertenencia entre
un elemento y un conjunto.

Asimismo, en la notacion a & A el simbolo & indica que el objeto a no
pertenece al conjunto A.

Notacion de conjuntos

Clases de conjuntos
Relaciones entre conjuntos
Operaciones con conjuntos
Diagramas de Venn

Producto cartesiano de
conjuntos

Sistema de coordenadas
cartesianos



Capitulo 1 Conjuntos

» Formas de especificar un conjunto
Un conjunto puede especificarse de dos maneras:

* Por extension
* Por comprension o en forma constructiva

Un conjunto esta especificado o determinado por el método de extension cuan-
do se enumeran todos sus elementos, separados por comas y encerrados todos ellos
entre llaves.

Escribe los conjuntos siguientes dados por extension.
a. El conjunto de las vocales del alfabeto.

Solucion

Si utilizamos la letra A para representar ese conjunto, entonces:
A =a, e i, 0, u}
b. El conjunto de los dias de la semana.

Solucion

Si utilizamos la letra B para representar tal conjunto, entonces:
B = {lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sabado, domingo}
c. El conjunto de los enteros positivos mayores que 5 pero menores que 10.

Solucion

Si C representa al conjunto que nos ocupa, entonces:

€=1{6,7,8,9

Un conjunto esta determinado por el método de comprension cuando sus elementos
se identifican por cierta propiedad o caracteristica que tienen en comun. Por ejem-
plo: “el conjunto P consta de todos los paises de Europa”.

Para especificar un conjunto por el método de comprension se utiliza la nota-
cion siguiente:

A = {x | x tiene cierta propiedad}

La expresion anterior se lee: “El 4 es el conjunto de todas las x tales que x tiene
cierta propiedad”. (El simbolo | significa “tal que”.) El simbolo x se llama variable
y el conjunto, dominio de la variable.

Especifica por el método de comprension los conjuntos siguientes:
a. A=1{a,e i o0, u}

Solucion

A = {x | x es una vocal}
b. B=1{24,6,8}

Solucion

B = {x | x es un nimero natural par menor que 10}



Notacién de conjuntos

I. Especifica por extension cada uno de los conjuntos siguientes:

1. El conjunto de los nimeros naturales entre 8 y 20.

2. El conjunto de los meses del ano que no tienen 31 dias.

3. El conjunto de las vocales del alfabeto.

4. El conjunto de los nimeros multiplos de 5 mayores que 20, pero menores que 35.

5. El conjunto de los nimeros pares mayores o iguales que 10, pero menores que 18.

6. El conjunto de los nimeros impares mayor que 9 pero menores o iguales que 15.
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II. Especifica los conjuntos siguientes en forma constructiva (es decir, por comprension):

7. A=1{1,2,3, ..}

8. B={a, e i, o0, u}

9' C = {_67 —5’ _4’ _SY _27 —1’ 0’ 17 27 3’ 47 “'}

10. D = {enero, marzo, mayo, julio, agosto, octubre, diciembre}

M. A=1{1,3,57,..}

12. N={...,, =6, =5, —4, =3, =2, —1}




13. 0=10,1,2,3,..}

Clases de conjuntos

14. R = {4, 6, 8, 10, 12, 14, 16}

(lases de conjuntos

Por sus caracteristicas, hay cierto tipo de conjuntos que debemos estudiar:

e Conjunto vacio

* Conjuntos finitos

* Conjuntos infinitos
¢ Conjunto unitario

» (onjunto vacio

El conjunto que carece de elementos se llama conjunto vacio o conjunto nulo. Para
representar un conjunto de este tipo se usan los simbolos J o { }, que se leen “con-
junto vacio” o “conjunto nulo”. Por ejemplo:

El conjunto de los nimeros naturales mayores que 6
pero menores que 7 = J o { }.
» Conjuntos finitos

Los conjuntos pueden ser finitos o infinitos. Un conjunto es finito si el proceso de
contar sus elementos tiene fin; por ejemplo:

* El conjunto de los meses del ano.
* El conjunto de los paises del planeta Tierra.
» Conjuntos infinitos

Un conjunto cuyo proceso de contar sus elementos nunca termina es infinito. Por
ejemplo:

* El conjunto de los nimeros naturales.
* A=1{2,4,0,..}
» Conjunto unitario
Un conjunto que tiene un solo elemento se llama conjunto unitario; por ejemplo:

SiA = {x | x es un ndmero par mayor que 12 pero menor que 16}

entonces su Unico elemento es el nimero 14; luego, A es un conjunto unitario.

r (ardinalidad de un conjunto finito

La cardinalidad de un conjunto finito es el nimero entero positivo que representa la
cantidad de sus elementos. La cardinalidad (en este caso, del conjunto A) se repre-
senta con el simbolo Card (4) o |A|. Por ejemplo:
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La cardinalidad del conjunto 4 = {1, 3,5, 7,9, 11, 13} es 7
y se representa por: Card (4) = 7.

Cabe precisar que la cardinalidad de un conjunto vacio es cero.

Relaciones entre conjuntos

A continuacion veremos algunas de las formas de relacionar dos conjuntos.

r Conjuntos equivalentes

Dos conjuntos son equivalentes si se puede establecer una correspondencia uno
a uno entre sus elementos. Esto significa que se pueden formar parejas con los
elementos de los conjuntos, de forma tal que cada elemento de un conjunto quede
apareado exactamente con un y solo un elemento de otro conjunto.

Si queremos senalar que dos conjuntos son equivalentes, se utiliza el simbolo <.
Asi, la notacion de conjuntos 4 <> B indica que 4 y B son conjuntos equivalentes.
Por ejemplo:

Sid={a, b c}yB =1{1, 2, 3}, entonces A <> B, ya que se puede establecer
una correspondencia biunivoca entre unos elementos.

» Conjuntos iguales

Dos conjuntos son iguales si ambos tienen los mismos elementos. Para representar
dicha igualdad se utiliza el simbolo =. Asi, para indicar que los conjuntos Py Q son
iguales se usa la notacion P = Q. Por ejemplo, si

P={xy,z} y 0 = {z, x, 9}, entonces P = Q
A={x]2x =0} y B = {3}, entonces A = B
C=\a, e i o ul y D = {x | x es una vocal}, entonces C = D

r Subconjuntos

El conjunto 4 es un subconjunto de B si cada elemento de 4 es también un elemen-
to de B. Para representar esta relacion se utiliza la notaciéon A C B, que se lee “A
estd contenido en B” o también “A es subconjunto de B”.

Para indicar que A no es subconjunto de B se utiliza la notacién A ¢ B.

a. SiA=1{2,4,6}yB=1{1, 2,3, 4,5, 6}, entonces A C B, ya que los elementos 2,4y 6 de 4
pertenecen también al conjunto B.

b. A =1{5,10,15,20}y B = {20, 10, 5, 15}.

En este ejemplo, A C By B C A4; es decir, se observa que todo conjunto es subconjunto de
si mismo. De acuerdo con esto, podemos decir que A = Bsiy solosiA C By B C A.

Igualdad de conjuntos

Dos conjuntos A y B son iguales si cada elemento de A es un elemento de By
cada elemento de B es un elemento de 4;0sead = BsiAC By BC A.

» Subconjunto propio
Un conjunto A4 es subconjunto propio de B si se cumplen las condiciones siguientes:

1. A C B (4 es un subconjunto de B)
2. A# B (Ay Bno son iguales)

La segunda condicion indica que la cardinalidad del conjunto B es mayor que
la de A. Precisemos esto en la pagina que sigue.



Relaciones entre conjuntos

—
Subconjunto propio

El conjunto A es un subconjunto propio de B si cada elemento de A también es
un elemento de B, pero cada elemento de B no es un elemento de A. La relacion
anterior se representa por la notacion de conjuntos A C B.

» Conjuntos comparables
Se dice que dos conjuntos A y B son comparables si A C B o B C A.

Determina si los pares de conjuntos indicados son comparables.
a. A=1{1,4,7,10} B=1{1,23,4,506,7,8,9, 10, 11, 12}

Solucion

Como A C B, entonces dichos conjuntos son comparables.
b. M={a, b, c}; N=1{b, c, d, e}
Solucion

Como M ¢ Ny N @ M, entonces dichos conjuntos no son comparables.

» Conjunto potencia

Dado un conjunto A cualquiera, la familia de todos los subconjuntos posibles que
pueden formarse con sus elementos se llama conjunto potencia de A y se represen-
ta con el simbolo P(A).
Si A es un conjunto finito con 7 elementos, entonces el conjunto potencia de A
tendra 2" elementos, considerando que el conjunto vacio y A son subconjuntos de A.
Para determinar todos los subconjuntos de A que se pueden formar con sus
elementos se procede de la manera siguiente:

Se forman todos los subconjuntos con un solo elemento de A.

Se forman todos los subconjuntos con dos elementos de A.

Se incluye el conjunto vacio y dicho conjunto.

Si A tiene tres o mas elementos se procede en la forma descrita anteriormen-
te hasta obtener 2" subconjuntos de A.

RWN =

Determina el conjunto potencia de A = {2, 4, 6}.

Solucion

En este caso, n = 3; luego 2° = 8. El conjunto potencia de 4 consta de 8 subconjuntos de A4, que
son:

P = J; (2, 4, 6}; {2}; (4); {6}; {2, 4); {2, 6}; {4, 6}

I. Escribe en notacion de conjuntos las afirmaciones siguientes.

1. x es elemento del conjunto A.
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2. A es subconjunto de B.

3. Ay B son conjuntos comparables.

4. Ay B son conjuntos equivalentes.

5. A es un conjunto vacio.

6. Py Q son conjuntos iguales.

7. Q no es subconjunto A.

8. 4 no es elemento del conjunto R.

9. A no es subconjunto de B.




Relaciones entre conjuntos

10. La cardinalidad del conjunto 4 = {a, e, i, 0, u} es 5.

. Con base en los conjuntos siguientes, determina cudles de las afirmaciones son verdaderas:
A ={2,4,0,8, 10}

B ={a, e i, o, u}

C = {x | x es un nimero natural menor que 13}

D = {x | x es una letra del alfabeto}

E=1{1,234,5,6,7,8,9, 10,11, 12}

F = {x | x es un ndmero par}

1. 9€F

12. Card (B) = 5

13. 7¢F

14. A< B

15. By D son conjuntos comparables.

16. ACF
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17.

DCA

18.

19.

20.

F es un conjunto infinito.

21.

Card (C) = 13

22.

P(B) =10

23.

P(B) = 32

24.

A¢B




Relaciones entre conjuntos

25. FEC

26. C'y F son conjuntos comparables.

27. El conjunto formado por los elementos comunes de A y B es un conjunto vacio.

28. BCD

Realiza lo que se indica en cada ejercicio:

29. Escribe todos los subconjuntos que se pueden formar a partir de los elementos del
conjunto 4 = {2, 4, 6}.

30. Sea B = {a, b, ¢, d}. Halla P(B).

11
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31. Sea B = {a, 2}. Halla P(B).

32. Sea Q = {5, 6, 7, 8, 9}. Halla P(Q).

Operaciones con conjuntos

A continuacién veremos operaciones entre conjuntos que dan lugar a conjuntos
nuevos.

En la solucién de problemas de conjuntos es muy probable que todos los con-
juntos considerados sean subconjuntos de otro conjunto dado, al cual llamaremos
conjunto universo o universal y lo simbolizaremos con la letra mayuscula U.

» Interseccion de conjuntos

La interseccion de dos conjuntos A4 y B es el conjunto de los elementos comunes
a ambos; es decir, aquellos elementos que estan o pertenecen al conjunto 4 y que
también pertenecen a B. Esta operacion se representa por la expresion:

A N B, que se lee “A4 interseccién B”.

Ejemplo 6 a.SiM=1{4,8,12,16,20ly N = {1, 2,3,4,5,6,7,8,9, 10}, encuentra M N N.

Solucion

Los elementos comunes a los conjuntos M y N son 4 y 8; por consiguiente:

MO N = {4, 8

De acuerdo con la notacion de conjuntos, la interseccion entre dos conjuntos A
y B se define por:

ANB={x | xEAyx€EB}



Operaciones con conjuntos

» Conjuntos ajenos o disjuntos

Si dos conjuntos A y B no tienen elementos comunes, es decir, A N B = J, dichos
conjuntos son ajenos o disjuntos entre si.

Por ejemplo, si A = {1,3,5,7,9y B = {0, 2, 4, 6, 8}, observa que A N B = J;
por ende, dichos conjuntos son ajenos o disjuntos entre si.

Propiedades de la interseccion de conjuntos

Si A, By C son subconjuntos de un conjunto universo U, entonces se cumplen las
propiedades siguientes.

Propiedad Expresion
Conmutativa: ANB=BNA
Asociativa: ANnBNC=AnNnBNO)
De identidad: ANU=A4
AND =

» Unidn de conjuntos

La union de dos conjuntos A y B, representada por A U B, es el conjunto de todos
los elementos que pertenecen a A o a B, o a ambos conjuntos.
En notacion de conjuntos se escribe:

AUB={x|xEAox€EB}

a. Dados A = {a, e, i,0, u} y B = {a, b, ¢, d, e}, determina A U B.
Solucion
AUB=1{a, b, c d, e, i o, u}

b. Dados A = {2, 4, 6,8}y B = {0, 8, 10}, encuentra A U B.

Solucion
AUB=1{0,2,4,6,8, 10}

Propiedades de la unién de conjuntos

Si A, By C son subconjuntos de un conjunto universo U, entonces se cumplen las
propiedades siguientes.

Propiedad Expresion
Conmutativa: AUB=BUA
Asociativa: AuBucC=4uBuUO)
De identidad: Avd =0
AvuU=U

» Diferencia de conjuntos

La diferencia entre dos conjuntos 4 y B, simbolizada con A — B, consiste en el conjun-
to de todos los elementos que pertenecen a A pero no a B. En notacion de conjuntos
la diferencia A — B se representa por:

A-B={x|x€EAyx¢ B}

13




Ejemplo 8

Ejemplo 9

Capitulo 1 Conjuntos

Dados 4 = {3, 6,9, 12, 15, 18} y B = {12, 15, 18, 21, 24}, determina 4 — B.

Solucion

Los elementos 3, 6 y 9 estin en A pero no en B, por consiguiente:

A — B ={3,6,9}

» Conjunto complemento

Dados el conjunto universo o universal Uy otro conjunto A, donde A es subcon-
junto de U, entonces definimos el complemento de A, representado por A’, como el
conjunto de todos los elementos que pertenecen a U pero que no pertenecen a A.
En notacién de conjuntos tenemos que:

A ={x | xE€EUyx¢&A}

De acuerdo con lo anterior, A" = U — A.

Dados U=1{a, b, c, d, e, ;g y A ={a, b, ¢, d}, encuentra A'.

Solucion
A =1e f g

Los elementos e, fy g estan en U pero no en A.

I. Dado el conjunto universo U=1{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} y los conjuntos:

A = {17 47 7’ 9}
B = {2, 4, 6}
C = {47 57 6’ 7}

D = {x | x € Uy x es un nimero par}

E =[x | x € Uy x es un nimero impar}

Halla:

1. AUB= 8. A—B=
2. DNE= 9.4—D=
3. A = 10. ¢ — B =
4. B' = 11. BN C=
5. BNE= 12. ENC=
6. AUC= 13. AND=

7. D' = 14. AUBNO =




15. ANB NE= 17. AN B =

Diagramas de Venn

16. A UB)' =

1. ANCNB=

Diagramas de Venn

Los diagramas de Venn consisten en figuras planas cerradas, por medio de las cua-
les se representan graficamente las relaciones y operaciones entre conjuntos. Por
lo general, el conjunto universo se representa por el conjunto de todos los puntos
interiores de un rectangulo y sus subconjuntos, por circulos incluidos en ese rec-

tangulo.

En el diagrama de la derecha se representa con un diagrama de
Venn la relacion A C By A # B.

U

Sean A y B dos conjuntos ajenos o
disjuntos entre si; entonces el diagra-
ma de Venn de la izquierda representa
esta relacion.

Si los conjuntos A y B no son comparables pero tampoco son
ajenos, entonces el diagrama de Venn de la derecha representa esta
relacion.

Los diagramas de Venn a, b y ¢ mostrados en seguida represen-
tan la union de los conjuntos A y B, que son subconjuntos de un
conjunto universo U.

a. b. C.

U En el diagrama de Venn de la iz-
quierda, el area sombreada representa
la interseccion de los conjuntos 4 y B.

Asimismo, la regién sombreada de la
figura de la derecha representa el com-
plemento del conjunto A4, es decir, A"

15
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Capitulo 1 Conjuntos

U
Por ultimo, en el diagrama de la derecha el area
sombreada representa la operacion A N (B U O). ‘
Para llegar a la solucién anterior se recomienda "\

indicar primero la regién que corresponde a la opera-
ciéon B U C'y después sombrear la region que repre-
senta el conjunto A N (B U O).

Ejercicios 4

1. Realiza lo que se indica en cada ejercicio:

Determina el diagrama de Venn que corresponde a cada uno de los conjuntos siguientes.

1. (. )CND 9. ( Y AUBNO)

2. ( )YbC4 10. ¢ YA UB)

3. (. YcUD 1. ( )B'NA

4. ( YANnoONB 12. ( )A—B

5. YANWBUO 13. ( ) B

6. ( )B—4 14. (¢ YANBY

7. ( YA 15. ( )ANB=Y

8. ( YBNou4

a U g U
; ‘

b. |v h. [y

C U | U




II.

Diagramas de Venn

,
;
LA
4
AN

16. En un instituto de idiomas trabajan 67 personas, de las cua-
les 47 hablan inglés, 35 francés y 23 ambos idiomas. ;Cudn-
tas personas que trabajan en dicho instituto no hablan inglés

ni francés?

a. 7 b. 6

c. 9 d. 8

Se sabe que en un grupo de bachillerato, a 19 alumnos les gustan las matemdticas, a 17 las
artes, a 11 la bistoria; a 2 les gustan las tres materias; 12 prefieren matemdticas y artes; 7
bistoria y matemdticas; 5 artes e historia y a 5 no les gusta ninguna de ellas. Halla:

Materia Numero de alumnos a los que les gusta
Matematicas 19
Historia 11
Artes 17
Matematicas, historia y artes 2
Matematicas y artes 12

Matematicas e historia
Artes e historia

Ninguna materia 5

17




18 Capitulo 1 Conjuntos

17.
. 35
18.
.12
19.
)

)
21.
)
22.
.4
23.
.5

) El nimero de alumnos que hay en el grupo.

b. 30 c. 28 d. 32

) El nimero de alumnos a los que les gustan realmente las matematicas y las artes.

b. 8 c. 9 d. 10

) El nimero de alumnos a los que les gustan realmente las artes y la historia.

b. 4 c. 5 d. 2

b. 4 c. 2 d. 5

) El nimero de alumnos a los que realmente les gustan las artes.

b. 4 c. 2 d. 5

) El nimero de alumnos a los que realmente les gusta la historia.

b. 2 c. 3 d. 1

(

a

(

a

(

a

20. () El nimero de alumnos a los que tnicamente les gustan las matematicas.

a

(

a

(

a

() El namero de alumnos a los que realmente les gustan las matematicas y la historia.
a

b. 6 c. 4 d. 7

Producto cartesiano de conjuntos

El producto cartesiano de dos conjuntos A y B es el conjunto de todos los pares
ordenados (a, b), donde a € Ay b € B. Se representa por A x B.
En notacion de conjuntos tenemos que:

AxB={a,b) | ac€AybeE B}

Para distinguir un elemento de un producto cartesiano (un par ordenado) de
otro y no tener repeticion se establece el criterio de identidad siguiente.

Los pares ordenados (a, b) y (c, d) son iguales si y s6lo sia = cy b = d. De
acuerdo con esto, los pares ordenados (4, 7) y (7, 4) no son iguales.

m Dados los conjuntos 4 = {1, 2, 3} y B = {x, y}, encuentra:

a. Ax B
b. Bx A
c. AxA.
Soluciones
a. Ax B
b. Bx A

={1, %), @, »; 2, %) 2, »); G, 2, 3, »)}
= {(‘x; ]-)’ (x; 2)7 (x’ 3)7 (,yr 1)) (,yr 2)) (,y? 3)}

Si analizas estas dos soluciones, observaras que A x B es diferente a B x A.

c. A=1{1,2,3};luego:

AxA={1Q,D,Q,2),1,3); 2,1, 2,2),23);G,D, 3, 2,3, 3}

r Representacion grafica de un producto cartesiano

El producto de dos conjuntos cualesquiera puede representarse graficamente usan-
do rectas perpendiculares entre si, a las cuales llamaremos eje horizontal y vertical,
respectivamente.

En el eje horizontal se marcan puntos espaciados a igual distancia, con los ele-
mentos del primer conjunto y a lo largo del eje vertical se marcan puntos separados
a igual distancia con los elementos del segundo conjunto.



Sistema de coordenadas cartesiano

Representa graficamente el producto cartesiano A X B, B
sid={a, e ity B=1{1,2, 3,4}
4 — . ° .
Solucién
En la grafica de la derecha se muestra la solucion.
3 - . ° .
2 | L] L] [ ]
1 - . ° .
I I I
a e 1

Sistema de coordenadas cartesiano

René Descartes, filosofo y matematico francés, introdujo el sistema de coordenadas
rectangulares mediante el cual se establece una correspondencia biunivoca entre
los puntos del plano y el conjunto de los pares ordenados de la forma (x, ). Estos
pares son elementos del producto cartesiano R x R, donde R es el conjunto de los
numeros reales, es decir:

RxR={(x) | xERyyER

El sistema de coordenadas cartesianas consiste en dos rectas, una vertical y otra
horizontal, que se cortan en el punto 0. Este punto se llama origen y sus coordena-
das son (0, 0). Las rectas que se cortan perpendicularmente se denominan ejes de
coordenadas; llamaremos eje x al horizontal y eje y al vertical (Figura 1).

Para ubicar o marcar un par ordenado (x, ») en el plano cartesiano se establece
una escala numérica en cada eje y se conviene lo siguiente:

* El valor de x sera positivo si el punto P(x, y) se localiza a la derecha del eje
¥, y sera negativo si se ubica a la izquierda.

* El valor de y sera positivo si el punto P(x, y) se halla arriba del eje x y sera
negativo en caso contrario.

Los elementos de cada par ordenado reciben el nombre de coordenadas; la
que corresponde a la x se denomina abscisa y la que corresponde a la y se llama
ordenada.

La abscisa o x, representa la distancia dirigida que hay del punto P(x, y) al eje
y, mientras que la ordenada o jy, representa la distancia dirigida del punto P(x, y)
al eje x.

N

ne-,H L b

Inic—, —-) T v(+, —-)

cartesiano.

Figura 1. Sistema de coordenadas
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20 Capitulo 1 Conjuntos

Como se observa en la figura 1, los ejes dividen al plano en cuatro regiones lla-
madas cuadrantes.

Los cuadrantes se numeran de I a IV y en dicha figura se observan los signos
de x y de y correspondientes en cada uno de los cuadrantes.

De acuerdo con lo anterior, para determinar las coordenadas de un punto en
un sistema de coordenadas cartesiano se traza a partir de éste una linea punteada
perpendicular al eje x. El nimero que corresponde al punto donde la linea corta al
eje x sera el valor de x, es decir, de la abscisa.

De igual manera, a partir del punto P se traza una linea punteada perpendicular
al eje y, el nimero que corresponde al punto donde se interseca con dicho eje sera
el valor de y, o sea, de la ordenada.

m Determina las coordenadas de los puntos A4, B, C, D, E'y F en el siguiente sistema de coordenadas
cartesianas.

Solucion
A (2,4
B (5,1
C (=6, —5)
D (1, —2)
E (0,7)
F (—5.5,0)

Ejemplo 14 Localizacion de un punto en P(x, y) en un sistema de coordenadas cartesianas

Para ubicar un punto cuyas coordenadas se conocen se siguen estos pasos:

1. Se marca su abscisa en el eje de las x.

2. Se traza una linea punteada perpendicular al eje de las x que pase por dicho punto.

3. Se marca su ordenada en el eje y y se traza una linea perpendicular a ese eje.

El punto donde se intersecan las lineas punteadas es la representacion geométrica del par
ordenado.

Marca los puntos siguientes en un sistema de coordenadas cartesianas:

e A(5,3),esdecibx =5yy = 3.

* B(—4,2)

* C(=5 -4

* D(-5,0)

* E(6, —3)

s F(0, -5




Sistema de coordenadas cartesiano

. Dados los conjuntos A = {2, 4} y B = {x, ), 2}, halla el producto cartesiano:

a. A X B =
b. BX A

. Dados los conjuntos A = {4, 8, 12}, B = {1, 5, 7}, halla el producto cartesiano:

B X A=
AXB
AXA=
B X B =

RO TR

. A partir de los conjuntos A = {m, n}, B ={6,7} y C = {7, 8}, determina el producto cartesiano
B X AUOQO).

. Dados los conjuntos A = {3, 6,9}, B = {x | x es un nimero par}y C = {1, 4, 9, 16, 25, 36}, halla
AXBNO).

. Sean A = {1, 2, 3, 4} y B = {a, e, i}. Representa en un diagrama de coordenadas el producto
cartesiano A X B.

B
i- °
e— L]
a — °
I [ [ I
1 2 3 4 A

21



Capitulo 1 Conjuntos

6. Dados M = {1, 2, 3,4, 5, 6} y N = {2, 4, 6}, representa en un diagrama de coordenadas el pro-
ducto cartesiano M X N.

61N .
5
il .
3
2 - o
1
12 3 4 5 6 M

7. Representa en un diagrama de coordenadas el producto cartesiano B X A, si B = {x, y, 2} y
4=1{1,3,5,7}

x y z B

8. Representa en un sistema de coordenadas cartesianas los pares ordenados del producto carte-
siano A X B,siA =1{-2,0,1,31y B ={—4,0, 2, 4}.

A




Evaluacion
Actividad grupal

Forma equipo para realizar la actividad siguiente:

En un grupo de 30 alumnos, 16 aprobaron el curso de matematicas, 16 el de bio-
logia y 12 el de quimica. Si 3 alumnos aprobaron las tres materias, 5 solamente
biologia y quimica, 2 s6lo quimica y 4 unicamente biologia, halla:

a. El nimero de alumnos que aprobaron solamente matematicas y biologia.

R. 4
b. El namero de alumnos que aprobaron solamente matematicas.

R. 7
¢. El nimero de alumnos que reprobaron en las tres materias.

R. 3

Utiliza el diagrama de Venn que sigue para contestar las preguntas anteriores.

I. Dados los conjuntos A ={a, e, i, o, u}, B=1{4, 8, 12, 16, 20}, determina cudl de las afirmaciones
siguientes es verdadera:

1. A=B

(G
2. BCA

(G
3. ACB
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II.

4. Ay B son comparables

)
5. A< B< A< B

()
6. Ay B son conjuntos ajenos

)
7. Card AN B) =0

()
8. Card (4) =5

)
9. Las proposiciones de los incisos 5, 6, 7 y 8 son verdaderas.

()

Dados los conjuntos A = {x | x es un niimero natural par}, B ={10, 20, 30, 40, 50, 60}, deter-
mina cudl de las afirmaciones siguientes es verdadera:

10. 5€4

¢ )
11. A y B son comparables.

()
12. BCA4

¢ )
13. ACB

()
14.ANB=B8B



Evaluacion

15. A es un conjunto finito.

()
16. A es un conjunto infinito.

(G
17. P(B) = 70

()
18. P(B) = 64

)
19. Las proposiciones de los incisos 2, 3, 5, 6 y 9 son verdaderas.

()

III. Dados los conjuntos U=1{0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7,8, 9}, A=1{1, 2, 3, 4, 5}, B=1{2,4, 6, 8} y C={7,
8, 9}, relaciona correctamente las columnas.

20. ( YHallaBUC a. {1,3,5)
21. ( )HallaANB b. ©
22. ( ) Halla (4 U CY c. 17,9
23.( )Hallad — B d. 2,4

e. {0,1,2, 3 4,5,06}
24. ( HHalla ¢

[ 8
25. ( YHalladNC 2 (0.6,7,80)
26. ( YHalla(AUB) N C b (2.4,6,7.8,9)
27. ( HYHalla 4 — C)' i 0,6}
28. ( YHallaC — B j. 8,9

IV. Determina el diagrama de Venn que corresponde a cada uno de los conjuntos siguientes. Re-
laciona correctamente:

29.( JAUB a. ‘

25
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30. (

31. (

32. (

33. (

35. (

JANB

) A

)A— B

) (4 U B)

)ANBY

) B'

e
El"S ox




Evaluacion

U

36.( )B— 4 h.
U

37.( )BCA .
U

j.

V. Con base en la informacion siguiente, resuelve los ejercicios que se presentan a continuacion

VI.

En un club que consta de 150 socios hay:

e 20 socios que practican beisbol, futbol y atletismo.
e 25 que practican beisbol y atletismo.

* 30 que practican futbol y atletismo.

* 40 que practican beisbol y futbol.

* 100 que practican futbol.

* 60 que practican beisbol.

* 40 que practican atletismo.

Halla:

38. El numero de socios que no practican ningin deporte.

a. 15 b. 25 c. 20
39. El nimero de socios que sé6lo practican beisbol.

a. 15 b. 25 c. 50
40. El nimero de socios que s6lo practican futbol.

a. 15 b. 25 c. 50

Resuelve los ejercicios siguientes a partir de esta informacion.

Dados los conjuntos 4 = {—3,0, 2} y B = {—1, 0, 4}
41. Halla A X B

d. 30

27
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42. Halla B X A4
43. Marca en un sistema de coordenadas los pares ordenados de A X B.

44. Marca en un sistema de coordenadas los pares ordenados de B X A.

AB

MY




La numeracion es la rama de las matematicas que estudia la representacion,
formacion y expresion de los nimeros.

Para representar y formar nimeros se utiliza un conjunto de reglas y sim-
bolos o numerales, que en conjunto constituyen lo que se denomina sistema
de numeracion.

A lo largo de la historia, ante la necesidad de contar, los seres humanos
han inventado diversos sistemas de numeracion, tales como el

e Babilonico

¢ Egipcio

* Romano

* Maya

e Decimal

* De base dos o binario
* De base tres o terciario

Como sabes, nosotros utilizamos el sistema decimal y para comprenderlo
mejor y valorar sus ventajas respecto a otros sistemas, en este capitulo estu-
diaremos las caracteristicas, los simbolos y los principios que utilizan diversos
sistemas, como el egipcio, el maya, el romano y otros de base diferente de 10.

(aracteristicas y principios de los sistemas de numeracion

Los sistemas de numeracion tienen ciertas caracteristicas y propiedades co-
munes a todos ellos, asi como otras que los diferencian entre si, lo cual per-
mite clasificarlos.

Gracias al conocimiento de estas caracteristicas y propiedades podemos
mejorar la comprension de los métodos para efectuar operaciones como la adi-
cion, la sustraccion, la multiplicacion y la division entre nimeros. Esos métodos
reciben el nombre de algoritmos.

Sistemas de
numeracion

Caracteristicas y principios de
los sistemas de numeracion

Base de un sistema de
numeracion

Sistema de numeracion
egipcio

Sistema de numeracion maya

Sistema de numeracion
romano

Sistema de numeracion
babilénico

Sistema decimal
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» Principio repetitivo
La cantidad de simbolos basicos que utilizan los diferentes sistemas de numeracién
para formar y representar nimeros (motivo por el cual también se les denomina
numerales) es finita; sin embargo, la cantidad de nimeros que pueden escribirse
o simbolizarse es infinita. Por ello, todos los sistemas de numeracién requieren a
veces utilizar el mismo simbolo mas de una vez.

Por ejemplo, en el sistema de numeracién egipcio el nimero | se representaba
mediante una raya vertical, el 10 con el numeral | |, el 100 con ? Luego, los nime-
ros 9, 90 y 900 se representaban de la manera siguiente:

9 =TI
90 = 1NNNNNNNN
900 = 99?99?2927

Los egipcios repetian un mismo simbolo hasta nueve veces. Esta caracteristica
de los sistemas de numeracion se llama principio repetitivo.

En algunas culturas, en vez de repetir un simbolo hasta nueve veces, como los
egipcios, se inventaron simbolos intermedios, como sucede en el sistema maya.

Para representar el nimero 1 los mayas utilizaban el simbolo ¢; para el 5 usa-
ban una raya horizontal, —. Entonces, el nimero 8 se representaba asi:

22 5+3=38

r Principio aditivo

El principio aditivo es comun a todos los sistemas de numeracion y consiste en que
un nimero que se forma por medio de un conjunto de simbolos o numerales es
la suma de los nimeros que cada simbolo o numeral representa. Veamos algunos
ejemplos para comprender mejor este principio.

Como hemos sefalado, en el sistema de numeracion egipcio los simbolos |, n,
? representan los numeros 1, 10 y 100, respectivamente. Por tanto, en este sistema
el namero 285 se representa mediante los simbolos o numerales siguientes:

2 2 NnNnnn
oo nnnn oo

100 + 100 + 80 +5

r Principio sustractivo

Este principio consiste en restar los valores de dos cifras. Por ejemplo, en el sistema
de numeracién romano, si el simbolo de un nimero precede a otro cuyo valor es
mayor, entonces el nimero representado por los dos simbolos es el que resulta de
restar el menor del mayor. Por ejemplo, los numerales romanos Xy L equivalen a 10
y a 50 del sistema decimal, respectivamente; luego, el nimero romano XL es igual
al nimero decimal 40.

X L =50~ 10 = 40
P
10 50

Los romanos Unicamente utilizaron las combinaciones sustractivas siguientes:
IV, IX, XL, XC, CD, CM



Base de un sistema de numeracion

» Principio multiplicativo

Este principio consiste en representar nimeros por medio de multiplicadores, es
decir, factores que aumentan el valor de los nimeros. Por citar un caso, en el siste-
ma de numeracion romano una barra horizontal trazada por encima de un namero
significa que éste se multiplica por 1000 y dos rayas por un millon. Por ejemplo:

IX = 9 X 1000 = 9000
X =10 000
V =5 000 000

Gracias a este principio, las culturas pudieron representar una mayor cantidad
de ndameros con simbolos basicos de su sistema de numeracion.

» Principio de posicion o de valor relativo

En los sistemas de numeracion en los que se utiliza el principio de posicién, los
simbolos o numerales que se emplean para representar nimeros no tienen un valor
anico, sino que éste depende del lugar donde esté colocado respecto a un punto
de referencia. Por ejemplo, en el sistema decimal los simbolos 666 representan el
nimero 6 X 100 + 6 x 10 + 6; en otras palabras, el valor del simbolo 6 depende
de su colocacion.

6 6 6
VR
600 60 6

De acuerdo con lo anterior, en un sistema de numeracion de valor relativo, cada
simbolo que se utiliza para representar un numero tiene dos valores: el absoluto y
el relativo.

El valor absoluto de un numero es el que tiene su simbolo, mientras que su
valor relativo es el que le corresponde segun la posicion que ocupa su simbolo res-
pecto a un punto de referencia.

Podemos decir que el principio de posicion es el principio multiplicativo antes
mencionado, con la caracteristica de que los multiplicadores no se simbolizan. Esa es
la raz6n de su importancia, ya que la ausencia escrita permite la simplificacion de la
representacion numérica y contribuye asi a un gran desarrollo de las matematicas.

Base de un sistema de numeracion

En los sistemas de numeracion de valor relativo, los multiplicadores son potencias de
un numero llamado base (elegido arbitrariamente), como se indica a continuacion:
Simbolo Simbolo Simbolo Simbolo Simbolo Simbolo
bn*l bn*Z b3 b2 bl bO
donde 7 representa la cantidad de cifras o simbolos basicos y b la base del namero

de que se trata. Por ejemplo, los multiplicadores de un sistema de numeracién de
base cuatro son:

40
41
42
43
Todo sistema de numeracion moderno de base b consta de b simbolos basicos

para formar nimeros; por citar algunos casos:

* Los simbolos basicos del sistema de base dos o binario son 0y 1.

31
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* Los simbolos basicos del sistema de base tres o terciario son 0, 1y 2.
* Los simbolos basicos del sistema de base cuatro o cuaternario son 0, 1, 2 y 3.

Cuando la base de un sistema es mayor que 10, entonces la letra a representa
el namero 11, 1a b el 12, 1a c el 13 y asi sucesivamente.

De acuerdo con lo anterior, podemos definir la base de un sistema de numera-
cion como el nimero de unidades de cierto orden que forman una unidad de orden
superior. Asi, el sistema decimal tiene como base 10, porque 10 unidades de primer
orden forman una unidad de segundo orden, la cual recibe el nombre de decena; 10
decenas constituyen una unidad de tercer orden, denominada centena. La unidad
de cuarto orden es el millar y equivale a 10 centenas, y asi sucesivamente.

Por consiguiente, todo ndmero puede expresarse como una suma de nimeros,
cada uno de los cuales es uno de los simbolos basicos multiplicado por una poten-
cia de la base, segun la colocacién que tenga respecto a un punto de referencia. En
el sistema decimal, el punto de referencia es el denominado punto decimal.

m Si el simbolo 83 460 representa un numero de base 10, escribelo como la suma de otros nimeros.

Solucion

En este caso, la cantidad de numerales # empleados para formar el nimero es # = 5, de manera
que n — 1 = 4; por tanto

Numerales: 8 3 4 6 0

1 1 1 1 1
Multiplicadores: 10* 10° 10? 10" 10°
Luego:

83460 =8 X 10+ 3 X 10° + 4 X 10> + 6 X 10" + 0 X 10°
= 80 000 + 3000 + 400 + 60 + O

|
Cuando un nimero se expresa como la suma de multiplos de la base, entonces
esta escrito en forma desarrollada o polinomial.

m Halla el nimero decimal equivalente al nimero 7546 de base seis.

Solucién

Aquin = 4

n—1=23;

Numerales: 7 5 4 6
\ \ \ \

Multiplicadores: 6’ 6> 6' 6°

Luego:

7546° =7 X 6> +5X6°+4 X 6" +6X6
=7X216+5X36+24+6X1
1512 + 180 + 24 + 6
=1722
7546° = 1 722

Para sefialar el sistema en que esta escrito un numero, se coloca abajo y a la
derecha de ella un nimero pequefio, llamado subindice, que representa la base. Si
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un nimero no lleva subindice, su base es 10. Asi, la base de los nimeros 11001,
101 121,, 231 011 son 2, 3 y 10, respectivamente.

Halla el nimero decimal equivalente a 101 000 110,.

Solucion

Aquin =9,asiquen — 1 = 8.
La base del sistema es 2; por tanto, los multiplicadores correspondientes a cada uno de sus
simbolos son:

Numerales: 1 0 1 0 0 0 1 1 0

\ \: \: \:
Multiplicadores: 28 27 2¢ 2° 24 23 22 2! 2°
Luego:

101 000 110, = 1(2%) + 0(2)” + 1(2)° + 0(2)° + (02* + 0(2)° + 1(2)* + 1(2)' + 0(2)°
=256+0+64+0+0+0+4+2+0
=256+ 64 +4 +2
= 3206

101 000 110, = 326

]
Observa que en ejemplo 3 hemos usado los paréntesis en vez del aspa X para
indicar una multiplicacion. Por convencion, en algebra se prefiere el uso de
paréntesis o punto * en vez de X para indicar una multiplicacion; en este texto
adoptaremos tal convencion.

El sistema de base dos, llamado binario, es uno de los mas importantes debido a
sus multiples aplicaciones en el campo de la computacion, la transmision de sefia-
les de radio y la electrénica, entre otras. Como ya habiamos senalado, sus simbolos
basicos son 0 y 1.

Ahora aprenderemos un método para que, dado un nimero escrito en el siste-
ma decimal, se halle su equivalente en otro sistema.

Para convertir un nimero escrito en el sistema decimal en otro nimero escrito
en otro sistema:

1. Se dividen el nimero y sus cocientes sucesivos entre la base del sistema en
el que se quiere expresar, hasta obtener un cociente menor que dicha base.

2. El nimero buscado se forma escribiendo el ultimo cociente y a su derecha
todos los residuos de las divisiones. Los residuos se colocan de uno en uno,
aunque sean ceros, en el orden siguiente:

altimo cociente — ultimo residuo — pentltimo residuo --- primer residuo

En el ejemplo 4 se muestra este proceso.

a. Convierte 4758 al sistema de base 5 o quinario.
Solucién
951 190 38 7
5 [4758 5 [951 5 [190 538 5 l7>
25 45 40 —_
08 01 /@/- .
[B——
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(1 es menor que 5y aqui termina el proceso de las divisiones.)
De acuerdo con lo anterior:
4758 = 123013,
Comprobacién

4758 = 1(5°) + 25" + 3(5%) + 0(5Y) + 1(5) + 3(5")
4758 = 3125 + 1250 + 375+ 0 + 5 + 3

4758 = 4758
b. Convierte 147 al sistema binario.
Solucion
73 36 18 9 4 2
2 I@ 2 IE 2[36 218 2o 2[4 2 %>

16 1
1] e

(1 es menor que 2 y aqui termina el proceso de las divisiones.)
De acuerdo con lo anterior,
147 = 10010011,

Comprobacion

Numerales: 1 0 0 1 0 0 1 1
\: \: \: \: \: \: \: \:
Multiplicadores: 27 2° 2 2* 23 2? 2! 2°

147 = 1(27) + 029 + 02> + 12H + 02> + 1(2) + 1(D
147 =128 +0+0+16+0+ 0 + 2 +1
147 = 147

Es importante sefialar que cuando un residuo es mayor que 9 se coloca en su lugar
la letra correspondiente, es decir:

* asiel residuo es 10
* b si el residuo es 11
* ¢ si el residuo es 12, y asi sucesivamente

Si se requiere convertir un nimero escrito de un sistema no decimal a otro,
también no decimal, primero se convierte al sistema decimal y a continuacion al
sistema en que se quiere escribir dicho namero.

Convierte el nimero 846, al sistema de base 3.

Solucién

Paso 1: convierte 846, al sistema decimal.

Numerales: 8 4 6
n—1=2 1 1 \
Multiplicadores: 7 7! 7°



Luego:

Base de un sistema de numeracion

846, = 8(7)* + 4(7)' + 6(7)°

846, = 392 + 28 + 6

846, = 426

Paso 2: convierte 426 al sistema ternario (base 3).

142 47 15

3 [426 3 [142 3 [47
12

22

5
3[15 3IS_>

TR
06 %/

Verifica que:

426 = 120210,
= 120210,

luego: 846

1. Relaciona correctamente las columnas.

( ) 1. Conjunto de reglas y simbolos que se
utilizan para formar y representar nu-
meros.

( ) 2. Principio segun el cual el nimero re-
presentado por un conjunto de sim-
bolos es la suma de los nimeros que
cada simbolo representa.

( ) 3. Principio que consiste en restar los va-
lores de dos cifras.

( ) 4. Principio que consiste en afectar los
simbolos basicos o numerales de un
sistema de numeracién con multipli-
cadores que aumentan su valor.

( ) 5. Principio segun el cual el valor de un
numero esta determinado por la posi-
cion que éste ocupa respecto a un pun-
to de referencia.

( ) 6. Tipos de sistemas de numeracion que
utilizan el principio de posicion.

( ) 7. Valor que tiene un namero por su sim-
bolo o numeral.

( ) 8. Valor que tiene un nimero por la po-
sicion que ocupa respecto a un punto
de referencia.

( ) 9. Numero de unidades de cierto orden
que forman una unidad de orden su-
perior.

( )10. Nombre que recibe el sistema de nu-
meracion de base dos.

( )11. Nombre que recibe el sistema de nu-
meracion de base tres.

( )12. Nombre que recibe el sistema de nu-
meracion de base 10.

. Principio aditivo

. Sistema binario

. Valor absoluto

. Sistema decimal

. Sistema ternario

. Base de un sistema de numeracion

. Principio sustractivo

. Sistema de numeracion

.. Sistema de valor relativo

. Valor relativo

. Principio multiplicativo

. Principio de posicion
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I1. Encuentra el equivalente del sistema decimal de cada uno de los niimeros de base diferente de
10 que se indican.

13. 420, 17. 10323,
a. 120 a. 315
b. 110 b. 350
c. 118 c. 295
d. 125 d. 320
110 315
14. 3152, 18. 124 706,
a. 1215 a. 43452
b. 1125 b. 43582
c. 1095 c. 43462
d. 1115 d. 41414
1115 43 462
15. 340526 19. 2012 1013
a. 4784 a. 1603
b. 5286 b. 1807
c. 4578 c. 1405
d. 4652 d. 1634
4784 1603
16. 1100 101102 20. 102 4589
a. 418 a. 62516
b. 398 b. 58416
c. 406 c. 60518
d. 402 d. 60 884
406 60 884

II1. Escribe los niimeros siguientes del sistema decimal en el sistema de numeracion indicado.

21. 50 en el sistema cuaternario (base 4) 22. 947 en el sistema ternario
a. 312, a. 2022012,
b. 232, b. 1002002,
c. 302, c. 1202002,
d. 322, d. 1022002,

3024 1022002,
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23. 1645 en el sistema de base 8 26. 874 en el sistema de base 6
a. 3155, a. 4014,
b. 3245, b. 5014,
C. 42558 C. 41046
d. 3514,
3155, 4014,
24. 1124 en el sistema de base 5 27. 2700 en el sistema de base 9
a. 143 44 a. 6330,
b. 13 444, b. 7530,
c. 413 44, c. 3630,
13 444, 3630,
25. 1425 en el sistema de base 7 28. 249 en el sistema binario
a. 41()47 a. 11110011,
b. 43047 b. 10111 001,
C. 42047 ¢. 11110101,
d. 43147 d. 11111 001,
41047 11111 0012

IV. Efectiia estas conversiones.
29. Convierte el nimero 1021, al sistema bi-
nario.
a. 101010,
b. 100110,
¢. 100001,
d. 100010,

31.

Convierte el nimero 302132, al sistema
de base 7.

a. 12263,
b. 62253,
c. 12463,
d. 21263,

30. Convierte el nimero 782, al sistema de

base 5.

a. 13031,
b. 20 041,
c. 10031,
d. 20031,

32.

Convierte el nimero 20 321 al sistema de
base 8.

a. 6231,
b. 5231,
c. 2531,
d. 5237,
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Sistema de numeracion egipcio

Los simbolos basicos o numerales del sistema de numeracién egipcio y sus expre-
siones equivalentes en el sistema decimal se muestran en la tabla 1.

El sistema de numeracion egipcio tiene las caracteristicas siguientes:

* Sus simbolos o numerales son jeroglificos.

» Utiliza el principio repetitivo para representar nimeros entre 1y la base, que
es 10, y entre potencias de la base.

* El orden en el que aparecen los simbolos no importa; esto significa que no
se trata de un sistema posicional.

* Para determinar el nimero que corresponde a un conjunto de simbolos se
utiliza el principio aditivo.

Tabla 1 Numerales egipcios

Sistema decimal Sistema egipcio Descripcion
1 | Un baston (raya vertical)
10 N Talon (arco)
100 ? Un rollo (enrollado)
1000 2 Una flor de loto
10 000 I Un dedo senalando
100 000 ﬁ Un pez (renacuajo)
1 000 000 e Un hombre asombrado

En seguida se presentan algunos ejemplos del sistema de numeracion egipcio.

Ejemplo 6 Escribe el nimero del sistema decimal equivalente a los numerales egipcios siguientes:

af N NI
29 @t
»

Solucién
1000
20
3
+ 200
10 000
100 000
1 000 000

1111 223




Sistema de numeracion egipcio

5222 NNN 1
nnn i
nn

Solucién
9 = 100; luego 92 9 9 =300

N =10luego NN
NNN=so
nn

| = 1; luego [T
1 =7

Por tanto, el nimero equivalente en el sistema decimal es 387.

¢. Escribe el nimero 1524 en el sistema de numeracion egipcio.

Solucion

k2220011
?? ||

1. Halla el numero decimal que corresponde a los siguientes numerales del sistema de numera-

cion egipcio.

nnn I ??

2% % 2?2 NN
nn

3. ||
gnnne?
LPrPFP2?2?22?292°2
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4. nnnn il
gggEnnni

Sistema de numeracion maya
Los mayas crearon un sistema de numeracion que tiene estas caracteristicas:

* Su sistema es posicional y su base es 20.
¢ Sus simbolos basicos son:

as . S
\ \ \
0 1 5

¢ La repeticion de los simbolos ® y se interpretaba conforme el principio

aditivo.
¢ Para representar un numero se utilizaba la escritura vertical (de abajo arriba),
en la que el simbolo e tiene los valores relativos siguientes:

[+] 118)20)* = 2880 000
1(18)(20)° = 144 000

-]
[¢] 1(18)(20)* = 7 200
-]
-]

1(18)(20) = 360
1(20) = 20
[o] 120)° = 1

Observa que la unidad de tercer orden es 18(20) en lugar de (207, lo que tal vez
se debe a que el calendario solar de los antiguos mayas constaba de 360 dias por
ano (18 X 20 = 3060), asi que utilizaron ese nimero para establecer esta unidad de
orden.

Ejemplo 7 Escribe el nimero del sistema decimal equivalente a los numerales mayas siguientes:

a.

i

Solucion
luego:
N E—— 5 —_— 5 X 18 X 20 = 1800
o0 > 7 _ 7 X 20 = 14
— 18 — 18 x 200 = — 18
— 1958




b. J —_—
Solucion
o Em—
000
|—e E—
am Em—

1. Escribe el nuimero del sistema decimal equivalente a cada uno de los numerales del sistema de

10

18

luego:

= am
1(18)(20)° = 144 000
10(18)(20)* = 72000
18(18)(20) = 6480
7 X 20" = 140
0 X 20° = ﬁ

Sistema de numeracion maya

numeracion maya.

1. ° a. 784 4. ° a. 13809
200 b. 776 o00 b. 13629
0 c. 736 c. 13419
— d. 706 — d. 13989
736 13989
2. o a. 8255 5. |—=u a. 873738
. b. 8455 B b. 387387
. c. 8175 — c. 783837
— d. 8245 d. 738873
— am
8255 873 738
3. |— a. 1946 6. | oo a. 906
oo b. 2036 eee_ b. 876
c. 1752 c. 956
d. 1826 d. 986
1946 986

1
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7.1 » a. 164 209 8.| o a. 11 830
i b. 165 219 — b. 10 940
c. 151 589 — c. 10 760
: d. 157 479 — d. 10 850
. D
151 589 10 940

Sistema de numeracion romano
El sistema de numeraciéon romano tiene las caracteristicas siguientes:

¢ Sus simbolos basicos son:

I \% X L C D M
\ \ \ \ \ \ \
1 5 10 50 100 500 1000

* Es un sistema aditivo, donde un nimero es la suma de los nimeros represen-

tados por cada uno de sus simbolos o numerales.

e Utiliza el principio multiplicativo, ya que una raya colocada arriba de un
simbolo significa que el nimero que representa se multiplica por 1000 y dos

rayitas arriba indican que se multiplica por un millén.

* Si a la derecha de un simbolo se escribe otro simbolo que sea igual o me-
nor que el nimero que representa, el nimero significa la suma de ellos. Por

ejemplo:
Xv=X+V=10+5=15
CX=C+ X=100 + 10 = 110
CC =C+ C =100 + 100 = 200

* Sia la izquierda de un nimero romano se coloca otro menor valor, éste se

resta del mayor. Por ejemplo:
IVv=vV-1=5-1=4
XC=C—-—X=100—10 =90

* Nunca se escriben mas de tres nimeros romanos iguales seguidos a la derecha

de otra cifra mayor, ni aislada, ni mas de uno a la izquierda. Por ejemplo:

El nimero 4 romano no se escribe II11, sino IV.

El nimero 80 romano no se escribe XXC, sino LXXX.

Ejercicios 4

1. Escribe los nuimeros siguientes del sistema decimal en el sistema de numeracion romano.

1. 420 = 3.3209 =

2.1796 = 4. 5840 =




Sistema de numeracion babildnico

5. 10934 = 8. 3789 =
6. 8040 = 9. 10449 =
7. 2594 = 10. 50074 =

I1. Escribe los niimeros romanos siguientes en sistema decimall.

11. MCLIII = 16. MXCVII =

12. CDLIX = 17. DCCXXXV =
13. CCLIV = 18. MMCMXCIX =
14. MCMLXXIV = 19. VCDLIX =

15. MMCDIX = 20. VCCICIX =

Sistema de numeracion babildnico

Los babilonios elaboraron un sistema de numeraciéon que tiene las caracteristicas

siguientes:

¢ Era un sistema de valor relativo modificado, ya que no tenia un simbolo para

el cero.

¢ Su base era 60.
e Sus simbolos basicos eran:

< que equivale al nimero 10 del sistema decimal.

V que representaba el nimero 1.

Estos simbolos se usaban repetidamente para representar nimeros hasta el 60.

Halla el nimero del sistema decimal equivalente a los numerales siguientes del sistema de nume-

racion babilénico:

Vv

<V

ARAY

43
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Solucion

\AY <VV <VV \Y

<

<V _
{ 1 { {
2(60)° + + +

= 432 000 23(60)> 32(60) 1(60)°

=516 721 82 800 1920 1

1. Halla el niimero del sistema decimal equivalente a los niimeros siguientes del sistema babilénico.

1. 2.
< A\AYAY) <VV < <V <VV
VvV <V <V \AY
\Y VvV <VV <V \AY
a. 43 775 a. 48 450
b. 38 960 b. 35 800
c. 57 500 ¢. 39 492
d. 37 996
43 775 37 996
3.
< A\AYAY) <VV
VvV <V
a. 39 650
b. 36 741
c. 39 983
d. 34 642

39 983

Sistema decimal

El sistema decimal fue inventado por los indios (Ilamados también hindiies), divul-
gado por los arabes vy tiene las caracteristicas siguientes:

* Es un sistema posicional o de valor relativo de base 10, cuyos simbolos basi-
cos o cifras son 0, 1, 2,3, 4,5,6,7,8,9.
* El 1 es su unidad de primer orden.



Diez unidades de primer orden forman una unidad de segundo orden, la cual
recibe el nombre de decena (1 decena = 10 unidades).

La unidad de tercer orden se llama centena y es igual a 10 decenas; es decir,
es igual a 100 unidades.

10 centenas forman una unidad de cuarto orden, la cual se llama millar, y es
igual a 10 centenas, o sea, 1000 unidades.

10 unidades de millar forman una unidad de quinto orden, la cual se deno-
mina decena de millar (1 decena de millar = 10 X 1000 unidades = 10 000
unidades).

La unidad de sexto orden recibe el nombre de centena de millar (1 centena

de millar = 10 decenas de millar = 100 000 unidades).
¢ La unidad de séptimo orden es el millon, y asi sucesivamente.

La agrupacion de tres unidades de orden forma una clase y la de dos clases se
llama periodo, como se muestra a continuacion.

Clase de las unidades

Clase de los millares

Clase de los millones

Clase de los millares de millon

Clase de los billones

Periodo de las unidades

Periodo de los millones

Periodo de los billones

unidades
decenas
centenas

unidades de millar
decenas de millar
centenas de millar

unidades de millén

decenas de millon

centenas de millon

unidades de millar de millon
decenas de millar de millon

centenas de millar de millon
unidades de billon

decenas de billon

centenas de billon

clase de las unidades

clase de los millares

clase de los millones

clase de los millares de millon

clase de los billones

clase de los millares de millon

Estas agrupaciones se pueden formar sucesivamente.
Fl sistema decimal también consta de las unidades de suborden siguientes:

Décima: si una unidad de primer orden se divide en 10 partes iguales, cada
una recibe el nombre de décima. Las décimas constituyen las unidades de primer

suborden

1
1 décima = — = 10"
10

Sistema decimal
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Centésima: son las unidades de segundo suborden y se obtienen al dividir una
décima en 10 partes iguales, es decir, una unidad de primer orden en 100 partes
iguales

1
1 centésima = — = 1072
100

Milésima: son las unidades de tercer suborden y se obtienen al dividir una cen-
tésima en 10 partes iguales, es decir, una unidad de primer orden en 1000 partes
iguales.

1
1 milésima = —— = 10°
1000

Las unidades de suborden cuarto, quinto, etcétera, van obteniéndose de manera

sucesiva.

r Escritura de un ndmero en el sistema decimal

En el sistema decimal, para representar un nimero se colocan en el lugar correspon-
diente las cifras que representan sus diferentes unidades de orden, como se indica
a continuacion.

Asi hasta el infinito

T

Unidades de trillon

Centenas de millar de billon

Decenas de millar de billon

Unidades de millar de billon

Centenas de billon

Decenas de billon

Unidades de billon

Centenas de millar de millén

Decenas de millar de millon

Unidades de millar de millon

Centenas de millon

Decenas de millon

Unidades de millon

Centenas de millar

Decenas de millar

Unidades de millar

Centenas

Decenas

Unidades

Punto decimal

Décimas

Centésimas

Milésimas

Diezmilésimas




Sistema decimal

En caso de que un nimero carezca de una o varias unidades de orden se coloca
el cero en el lugar correspondiente. Asimismo, si tiene unidades de suborden, éstas
se escriben a la derecha del punto decimal, el cual se coloca a la derecha de las
unidades de primer orden.

El punto decimal es el punto de referencia que determina el valor relativo de
una cifra.

En la tabla 2 se muestran los valores relativos para los nimeros en el sistema
decimal.

Tabla 2. Valores relativos (segtin su posicion)
de los nitmeros en el sistema decimal.

107 0.001 (1 milésima)

1072 0.01 (1 centésima)

10" 0.1 (1 décima)

10° 1 (unidad de primer orden)

10" 10 (decena)

10° 100 (centena)

10° 1000 (millar)

10* 10 000 (decena de millar)

10° 100 000 (centena de millar)

10° 1 000 000 (millén)

10’ 10 000 000 (decena de millon)

10° 100 000 000 (centena de millon)

10° 1 000 000 000 (millar de millon)

10 10 000 000 000 (decena de millares de millon)
10" 100 000 000 000 (centena de millares de millon)
10" 1 000 000 000 000 (billon)

Escribe los nimeros siguientes del sistema decimal.

a. Setecientos cuatro millones, cuatrocientos ochenta mil doscientos nueve unidades

Solucion
7 centenas
Clase de los millones 0 decenas
4 unidades
4 centenas
Clase de los millares 8 decenas
0 unidades
2 centenas
Clase de las unidades 0 decenas

9 unidades
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De acuerdo con lo anterior, la representacion escrita del nimero del sistema decimal setecien-
tos cuatro millones, cuatrocientos ochenta mil doscientos nueve unidades, es el numeral:

704 480 209
b. Trescientos cuarenta y dos mil seiscientos ocho millones, quinientos setenta mil siete uni-
dades
Solucion
3 centenas
Clase de los millares de millones 4 decenas
2 unidades
6 centenas
Clase de los millones 0 decenas
8 unidades
5 centenas
Clase de los millares 7 decenas
0 unidades
0 centenas
Clase de las unidades 0 decenas
7 unidades

La representacion del nimero que nos ocupa es:

342 608 570 007

r Lectura de un nimero del sistema decimal

Para leer un nimero decimal, se leen sucesivamente las cifras que representan las
diferentes 6rdenes de unidades empezando por las superiores. La lectura se facilita
si las cifras que forman el nimero se dividen en grupos de seis, comenzando por la
derecha del punto decimal o del lugar que le corresponde, en caso de que no esté
escrito (porque el ndmero no tiene parte decimal). Para representar dicha division,
el namero 1 se coloca abajo y a la derecha de la primera cifra del segundo grupo,
de derecha a izquierda, el nimero 2 abajo y a la derecha del tercer grupo, y asi
sucesivamente, como se indica en seguida.

9 863 475 900 123
2 1

A continuacion, cada grupo de seis cifras se subdivide en dos grupos de tres,
colocando comas entre la tercera y cuarta cifras de cada grupo.

Una vez realizado lo anterior, se efectia la lectura pronunciando la palabra
trilléon(es) donde hay un 3, billon(es) donde hay un 2, millén(es) donde hay un 1
y mil(es) donde haya una coma. Si el nimero tiene unidades de suborden, éstas se
leen después de leer la parte entera y se le da el nombre de la dltima unidad de
suborden.

Lee el nimero 148 845 765 106 320 902.863
Solucion

De acuerdo con lo expuesto anteriormente, las comas y los nimeros indican la formacion de gru-
pos de seis cifras y la division de éstos en dos grupos de tres.
Para leer el nimero lo escribimos de la manera siguiente:
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148 845, 765 106, 320, 902.863
2 1

El numero se lee asi: “Ciento cuarenta y ocho mil ochocientos cuarenta y cinco billones, sete-
cientos sesenta y cinco mil ciento seis millones, trescientos veinte mil novecientos dos unidades y
ochocientos sesenta y tres milésimas”.

1. Escribe los numeros del sistema decimal que se indican a continuacion:

1. Veinte mil cuatrocientos siete unidades y cuatro décimas.

2. Trescientos cuarenta y seis mil, sesenta y ocho unidades y catorce centésimas.

3. Cinco millones, ciento ocho mil trescientos cincuenta y dos unidades y ciento setenta y cinco
milésimas.

4. Setecientos treinta millones, ochocientos doce mil quinientos dos unidades y seis centésimas.

5. Diez billones, ciento ocho mil novecientos seis millones, trescientos veintiséis mil cuatro
unidades vy siete milésimas.

6. Mil cuatrocientos billones, cuarenta y un millones, nueve mil doscientos tres unidades y cua-
renta y ocho diezmilésimas.

I1. Lee los niimeros siguientes del sistema decimal. Escribe tu lectura:

N
~l
N
N

8. 7642.8.

9. 45 217.06
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10. 275 305.002

11. 13 546 714.0128

12. 108 042 109.3651

II1. Efectiia las operaciones siguientes.

13. () 1036.173 + 289.04 17. ( ) 61.2 X 0.14
a. 1315.113 a. 8.904
b. 1325.213 b. 8.504
c. 1324.213 c. 8.568
d. 1346.743 d. 8.704
14. ( ) 1.032 + 3.07 + 0.987 18. ( ) 0.0154 X 0.04
a. 4.089 a. 0.000616
b. 5.189 b. 0.000826
c. 6.189 c. 0.00616
d. 5.089 d. 0.0000616
15. () 1046.8 — 639.14 19. ( ) 36.4 + 0.07
a. 407.66 a. 52
b. 409.66 b. 5200
c. 489.74 c. 52
d. 406.66 d. 520
16. (. ) 3.972 — 2.04 20. ¢ ) 0.562 + 0.005
a. 1.942 a. 112.4
b. 1.976 b. 11 240
c. 2.013 c. 11.24
d. 1.932 d. 1124
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IV. En los ejercicios siguientes escribe en el recuadro el inciso que corrvesponde a la respuesta co-
rrecla.
21. Calcula el perimetro del cuadrilatero siguiente:
a. 41.65 cm 10.8 em
b. 38.70 cm
c. 37.80 cm
d. 39.65 cm

39.65 cm

22. Calcula el area del rectangulo de la figura siguiente.
a. 251.55 cm’
b. 246.75 cm’
c. 256.5 cm? a=10.75cm
d. 249.65 cm®

L =234cm

251.55 cm?

23. Calcula el area del tridngulo cuya base mide 16.8 cm y su altura 13.5 cm.
a. 117.6 cm®
b. 113.4 cm?
c. 118.2 cm?
d. 114.4 cm®

113.4 cm?

24. Roberto obtuvo las calificaciones siguientes en el examen de matematicas: 89, 58, 75, 90 y
69. Calcula la media aritmética (promedio) de Roberto en dicha asignatura.

a.76.2
b. 75
c. 77.4
d. 76.9
76.2

25. Calcula el area de un cuadrado si cada uno de sus lados tiene una longitud de 8.60 m.
a. 68.16 m*
b. 78.56 m*
c. 73.96 m*
d. 75.46 m’

8.60 m 73.96 m*
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26.

Si una pluma cuesta $6.75, scuinto dinero necesitas para comprar una caja que contiene
16 docenas?

a. $1 296
b. $1418
c. $1156
d. $1 206

$1 296

27.

Si después de gastar $950 me quedan $2150, ;cuanto dinero tenia inicialmente?
a. $3 100
b. $3 000
c. $3200
d. $3150

$3 100

28.

Calcula el promedio de las masas siguientes: 23.6 kilogramos (kg), 16.41 kg, 16.21 kg, 20.2
kg y 18.6 kg.

a. 21 kg
b. 20 kg
c. 19.8 kg
d. 19.0 kg

19.0 kg

29.

Bertha hizo una llamada de larga distancia de 45.6 minutos de duracién a un costo de
$1.50 por minuto. Calcula el costo total de la llamada.

a. $72.4
b. $70.0
c. $68.4
d. $61.4

$68.4

30.

Carmela fue al mercado y gasté $380.6 en carne, $22.50 en papas, $58.75 en verduras,
$270.8 en frutas diversas, $75.2 en huevo y $96.85 en frijol. Si pagdé con un billete de
$1000, ¢de cuanto fue el cambio que le devolvieron?

a. $86.40
b. $95.30
c. $92.50
d. $96.70

$95.30




31.

Sistema decimal

Me faltan $23 674.65 para comprar un automoévil cuyo precio es de $154 420. ;Cudnto
dinero tengo?

a. $130 749.75
b. $130 745.35
c. $132 745.35
d. $129 845.25

32.

Un maestro cobra $140 por cada hora de asesoria que imparte. ;Cuantas horas de asesoria
debe dar para ganar $11 900?

a. 80
b. 90
c. 82
d. 85

33.

Un avién vuela a 350 kilémetros por hora (km/h). ;Qué distancia recorrera en 6 horas?
Expresa la distancia en metros.

a. 2 000 000 m
b. 2 100 000 m
¢. 2 400 000 m
d. 2 200 000 m

34.

El costo de cavar una zanja es de $31.4 por metro cibico (m?). ;Cuil es el costo de cavar
una zanja cuyas dimensiones son 1.5 X 4.5 X 3.6 m.

a. $763.0
b. $865.0
c. $920
d. $726

35.

Una fabrica de chocolates los empaca en cajas que tienen forma de cubo. Si cada arista
del cubo mide 10 cm y las dimensiones de cada chocolate son de 4 X 5 X 1 cm, jcuantos
chocolates caben en cada caja?

a. 50
b. 60
c. 40
d. 55

50
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36. Las dimensiones
cada naipe son 3

a. 20
b. 30
c. 50
d. 40

50

de una caja de naipes son 3 X 2 X 0.5 pulgadas. Si las dimensiones de
X 2 X 0.01 pulgadas, ;cuantos naipes caben en la caja?

37. Un cilindro de 1.4 m de altura esta lleno de desecho liquido. Si el didmetro del cilindro es
de 0.8 m, ¢cual es el volumen del liquido que contiene?

a. 0.703 m®
b. 0.76 m®
c. 0.80 m*
d. 0.794 m’

0.703 m’

T N

.0 m

38. Con base en los datos de la tabla siguiente, determina la marca de paquetes de plumas que
ofrece mas plumas por menos dinero.

Marca Oferta
Sharpie 14 paquetes por $40.6
Accent 12 paquetes por $33.6
Paper 15 paquetes por $38.25
Pilot 10 paquetes por $26.5
a. Sharpie
b. Accent

c. Paper
d. Pilot
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El ejercicio 39 se refierve a la figura, una pictografia, que se muestra a continuacion. Una
pictografia es una figura que permite comparar cantidades usando simbolos. Cada simbolo
representa una cantidad dada de un elemnto particular.

39. () Silos camiones pagaron un peaje de $80.5 y los autos de $25.5, ;cuanto dinero ingre-
s6 el martes por concepto de peaje? Haz las operaciones en el espacio en blanco.

a. $158 700
b. $154 200
c. $159 400
d. $155 800

Vehiculos que cruzan el puente

, £
Domingo @ @ @ @ ﬁ. internacional de Canad4

Lunes
Martes

Miércoles

@ @ @ ‘ Cada simbolo representa 400 vehiculos
Viernes @ @ @ @ Automévil @
Sdbado @ @ @ ﬁ. Camidn

$159 400
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Las grdficas lineales se usan para mostrar tendencias en un periodo detrminado. El ejercicio
40 se refiere a la grdfica lineal siguiente:

40. () Calcula la precipitacion mensual promedio, en pulgadas, para los meses de mayo,
junio y julio.

a. 2.2 3.0
b. 2.1 52
c. 2.0 24 /
' /
d. 2.3 22 \
e. 1.86 20 N 7

1.8
\| /
” /

1.2
' /
" /

Precipitacién en pulgadas

.6

4

2

Enero  Febrero Marzo  Abril Mayo  Junio Julio
Mes del afio

41. () Calcula la cantidad de ahorradores promedio de la caja de ahorro San Rafael, en el
periodo 1988—1995.

a. 25 625 40 +

b. 24 500 35

c. 25000 E 30 |

d. 26 000 5 5
£

< 15 4

10 +

1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995

Anos

25000
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L. Escribe en el paréntesis la opcion que corresponda a la respuesta correcta.

1. () Son caracteristicas del sistema de nu-
meracion egipcio, excepto:

a. Utiliza el principio repetitivo
b. Utiliza el principio aditivo

¢. No importa el orden en que se represen-
tan sus simbolos basicos

d. Es un sistema de numeracion posicional

2. () Son caracteristicas del sistema de nu-
meracién romano, excepto:

a. Importa el orden de sus simbolos basi-
Cos para representar nimeros

b. Utiliza el principio aditivo
c¢. Utiliza el principio sustractivo
d. Utiliza el principio multiplicativo

e. Utiliza el principio de valor relativo

3. () Son caracteristicas del sistema de nu-
meraciéon maya, excepto:

a. Es un sistema posicional o de valor rela-
tivo

b. Su unidad de tercer orden es equivalente
al ndmero 400

¢. La unidad de tercer orden es equivalente
al nimero 360

d. La unidad de cuarto orden es equivalen-
te al nimero 7200

e. Utiliza los principios aditivo, multiplicati-
vo y posicional

/- Escribe sus numeros en forma vertical

4. () Son caracteristicas del sistema deci-
mal, excepto:

a. Su base es 10

b. Es un sistema de valor relativo o posi-
cional

c. E11 es la unidad de primer orden

d. La décima es la unidad de primer su-
borden

e. Utiliza el punto decimal para separar
las unidades de orden de las de subor-
den y es el punto de referencia que de-
termina el valor relativo de las cifras o
digitos de un nimero decimal

/- Las unidades de segundo, tercer, cuarto,
quinto, sexto y séptimo 6rdenes son la
decena, centena, millar, decena de mi-
llar, centena de millar y millén, respecti-
vamente

g. Utiliza nueve simbolos basicos para re-
presentar nimeros

h. La unidad de segundo suborden es la
centésima

i. La unidad de tercer suborden es la mi-
lésima

J. Las ventajas principales de su uso es
que utiliza pocos simbolos basicos, o
cifras (10), para representar nimeros y
como su base es 10 facilita los calculos
al efectuar operaciones aritméticas

5. ( ) ¢(Cual es el valor relativo de la cifra 8
en el nimero 7860?

a.8

b. 80
¢. 8000
d. 800
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6. () Numero del sistema decimal equivalen-

te a los numerales egipcios siguientes

f|||ﬂﬂ 299
£ [HNNE?29?
a. 12556
b. 12006
c. 12636
d. 12 646

12 646

10. ( ) Numero equivalente a 14267 en el
sistema decimal.

a. 475
b. 568
c. 559
d. 573

559

. () Numero decimal que representan los
numerales siguientes del sistema de nume-
racion maya.

[« ]  a 7240
. b. 7940
. c. 7680
— 48100
S

7 680

11. () Numero equivalente a 652, en el sis-
tema de base 5.

a. 3121,
b. 1321,
c. 2311,
d. 2312

2311,

. () Numero de base 6 equivalente a los
numerales mayas siguientes

[+«] 203020,
[—] b 342150,
D c. 241315,

d. 203 201,

=

203 020,

12. () Halla el nimero romano equivalente
al nimero decimal 2349.

a. MMCCCXLVIIII

b. MMCCCXXXXVIIIL
¢. MMCCCXLIX

d. MMCCCXXXXIX

MMCCCXLIX

. () Namero equivalente a 1574 en el siste-
ma binario.

a. 10100110,
b. 11000 101,
c. 10101101,
d. 11000 100 110,

211000100 110,

13. () Halla el numero decimal equivalente
al nimero romano IVDLXIV.

a. 4544
b. 4564
c. 4566
d. 400 564

4564
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14. () Halla el nimero decimal equivalente al siguiente nimero babil6nico.

VV | <VV | <V | VVV
Vv <V A%

a. 1253465
b. 956 865
c. 947165
d. 947 465

947 465

I1. Efectiia las operaciones siguientes y escribe en el paréntesis la opcion correcta.

15. ( ) 5.183 + 0.62 + 4.03827 + 7.1 17. ( ) 0.23 x 0.004

a. 15.98146 a. 0.092

b. 16.76127 b. 0.92

c. 16.98127 c. 0.00092

d. 16.94127 d. 0.000092

16.94127 0.00092

16. () 16.047 — 13.008 18. () 2.52 +0.03

a. 3.039 a. 8.4

b. 3.079 b. 84

c. 2.949 c. 0.84

d. 3.029 d. 840

3.039 84
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El conjunto de los nimeros reales resulta de la ampliacién de otros conjuntos
numéricos, los cuales mencionaremos a continuacion.

¢ Conjunto de los nimeros naturales, N
Esta integrado por los nimeros que sirven para contar.
N=1{1,2,3,4,5,.}
* Conjunto de los enteros no negativos, Z"
Z"=1{0,1,2,3,..}
¢ Conjunto de los enteros negativos, Z~
Z— ={-1,-2,-3, —4..}
e Conjunto de los nimeros enteros, Z*
Z={.—4 -3 -2 -1,0,1,2, 3,4,..}
¢ Conjunto de los nimeros racionales, Q**

Este conjunto estd constituido por todos los nimeros de la forma £, don-

de p y g son nameros enteros y g es diferente de cero. Por ejemplo:

2 7 4 6
—; —=—; 4, porque 4=—; —06, porque —6=——
3 5 pord 1 pord 1

¢ Conjunto de los nimeros irracionales, I

Esta formado por todos los nimeros que no se pueden escribir como el
cociente de dos enteros. Por ejemplo

N2, 3, w

* El simbolo Z proviene de la palabra alemana zabe, que significa entero.
** El simbolo Q proviene de la palabra inglesa quotient, que significa cociente.

Propiedades
de los
numeros
reales

Representacion de los
nimeros reales en una
recta nimerica

Relacion de orden entre los
ndmeros reales

Operaciones fundamentales
con los nimeros reales

Notacidn cientifica
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Numeros reales

La union de los conjuntos de los nimeros racionales y de los nimeros irracionales
constituye el conjunto de los nimeros reales.
El conjunto de los nimeros reales se representa por R.

Existe un conjunto numérico mas amplio que el de los nimeros reales: los llamados
niimeros complejos, los cuales analizaremos mas adelante.

Representacion de los nimeros reales en una recta numérica

Los numeros reales pueden representarse mediante los puntos de una recta nu-
mérica. Para ello, se traza primero una linea recta y se elige un punto en ella que
representa el cero, conocido también como origen.

Los enteros positivos 1, 2, 3, 4,... se asocian con puntos de la recta situados a la
derecha del origen. Para representarlos, se selecciona una unidad de medida; al niime-
ro 1 le corresponde el punto situado a una unidad de distancia del origen, al nimero
2 le corresponde el punto que esta a una distancia de 2 unidades del origen, y asi
sucesivamente.

Los enteros negativos —1, —2, —3, —4,... se asocian con puntos de la recta nu-
mérica situados a una distancia del origen de 1, 2, 3, 4,... unidades, respectivamen-
te, a la izquierda del cero.

| | |
I I I
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

El nimero 3 se representa en la recta numérica por un punto situado a dos
unidades y media a la derecha del origen; el niimero — 3 se representa por el punto
situado a media unidad de distancia a la izquierda del origen.

Asi, podemos concluir que a cada namero real le corresponde un solo punto de
la recta numérica y que, reciprocamente, a cada punto de la recta numérica le corres-
ponde un solo numero real. Esto significa que estin en correspondencia biunivoca;
es decir, el conjunto de los nimeros reales y el de los puntos de una recta numérica
son equivalentes entre si.

Relacion de orden entre los numeros reales

Entre dos nimeros reales a y b existe una relaciéon de orden en la que se establece
que un numero real es menor o igual que otro. Desde el punto de vista geométrico,
cuando dos nimeros a y b se representan por puntos sobre una recta numérica se
cumple una y solo una de las relaciones siguientes:

1. Si el punto que corresponde al nimero a esta a la derecha del punto corres-
pondiente al nimero b, entonces a es mayor que b, lo que se representa por
a > b.

2. Si el punto que corresponde al nimero a esta a la izquierda del que corres-
ponde al namero b, entonces a es menor que b; lo cual se representa con
a <b.

3. Silos puntos que corresponden a dichos nimeros coinciden, entonces a 'y b
son iguales y se simbolizan con a = b.

Intervalos

La notacién y la terminologia de intervalos se utilizan para escribir conjuntos numé-
ricos. Los intervalos son subconjuntos de los nimeros reales.

Dados los nuimeros reales a y b, donde a < b, presentamos los intervalos si-
guientes:



1.

&

Relacion de orden entre los nimeros reales

El conjunto de los nimeros reales mayores o iguales que a y menores o igua-
les que b.

Este intervalo se puede expresar de las tres formas siguientes:

a' L |
a b

L

b.a=x=b>b

c. [a, b)

En este caso, tanto los corchetes como los signos = indican que el intervalo
incluye los numeros reales a y b.

. El conjunto de los nimeros reales mayores que @ y menores que b.

Este intervalo puede expresarse de las maneras siguientes:

a. ¢ 3 -
a b

b.a<x<b

c. (a, b

Los paréntesis que corresponden a los nimeros a y b indican que en el in-
tervalo no se incluyen dichos nimeros.

. El conjunto de los nimeros reales mayores que @ y menores o iguales que b.

Este intervalo se puede representar como sigue:

a. ¢ ] >
a b

b.a<x=0b

c. (a, b]

El conjunto de los nimeros reales mayores o iguales que a y menores que b.

Este intervalo se puede expresar de la manera siguiente:

a' L )
a b
b.a=x<b

c. la, b)

. El conjunto de los nimeros reales mayores o iguales que a.

Este intervalo puede expresarse de las formas siguientes:

a. ; :
a b

b.x=a

c. la, +]

. El conjunto de los nimeros reales mayores que a.

a L

b.x>a

c. (a, +x)

63



64

Capitulo 3 Propiedades de los nimeros reales

7. El conjunto de los nimeros reales menores que a.

a.

b.x<a
c. (=, a)

8. El conjunto de los nimeros reales menores o iguales que a.

a. ]

T

a b

b.x=a
c. (=, al

9. El conjunto de los nameros reales.

a. ' '
a b

b.xeR

c. (—o%, +x)

a. Representa en forma de intervalo el conjunto de los nimeros reales mayores o iguales que
—2 y menores que 8.

Solucion
[-2,8) o bien, 2 =x <8

b. Representa en forma de intervalo el conjunto de los nimeros reales mayores que —5 y me-
nores o iguales que 12.

Solucién
(=5, 12] o bien, =5 < x = 12

c. Representa en forma de intervalo el conjunto de los nimeros reales mayores o iguales que
—1 y menores o iguales que 3.

Solucién
[-1,3]obien, -1 =x=3
d. Representa en forma de intervalo el conjunto de los nimeros reales mayores que 6.
Solucién
(6, +) o bien, x > 6

e. Representa en forma de intervalo el conjunto de los nimeros reales mayores o iguales
que —3.

Solucién
[=3, +%) o bien, x = —3
/- Representa en forma de intervalo el conjunto de los nimeros reales menores que 5.
Solucién
(=00, 5) o bien, x < 5

g. Representa en forma de intervalo el conjunto de los nimeros reales menores o iguales
que 4.

Solucion
(—>,4lox=4
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Operaciones fundamentales con los nimeros reales

Las operaciones fundamentales de algebra son la suma, la resta, la multiplicacion
y la divisioén. En esta obra veremos cada una de ellas, pero para que te resulte mas
facil aprenderlas, primero estudiaremos sus propiedades.

Propiedades de la suma o adicion

Propiedad conmutativa
Esta propiedad sefiala que el orden de los sumandos no altera la suma.

a + b = b + a, cualesquiera que sean los nimeros reales a y b.
Por ejemplo
12+3=3+ 12 15+8=8+ 15 3+n=n+3

Propiedad asociativa
Esta propiedad senala que si se quiere efectuar la suma de los nimeros reales a, b
y ¢ sin cambiar el orden de los sumandos se tienen dos opciones.

Una consiste en determinar primero @ + by sumar el resultado con c, es decir,
calcular (@ + b) + c.

La otra opcién es efectuar la suma de a con el resultado de la suma de by c, es
decir, a + (b + ©). En general, si a, b y ¢ son tres nimeros reales, entonces:

atbtc=@+b+tc=a+®+o
Por ejemplo:

6+4+8=06G+4)+8=6+(+8) =18

Existencia del elemento neutro para la suma

La suma de un numero real a y el cero es igual a dicho nimero, es decir, al nua-
mero a.
Por ejemplo:

7+0=7 9+0=9 0+5=5
Si a representa un numero real se tiene que:
a+0=a

Esta propiedad se enuncia asi: “El namero real 0 es el elemento neutro para la
suma”, lo que significa que cualquier nimero real mas cero es igual a dicho nimero
real.

Existencia del inverso aditivo

Si se considera un nimero real a, entonces existe otro nimero real (—a), tal que la
suma de ambos es igual a cero.

a+(—a)=0

Por esta razon, el nimero (—a) se llama inverso aditivo del nimero a, y vice-
versa. Por ejemplo

4+ (49 =0 -8+8=0

Geométricamente, los inversos aditivos se representan en la recta numérica por
puntos situados a la misma distancia del origen, pero en direcciones opuestas.
Si se tiene el nimero real —6, su inverso aditivo es +6. Asi:

Para cualquier nimero real a, —(—a) = a
Por ejemplo:

~(-7 =7
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Suma y valor absoluto de nimeros reales

El valor absoluto de un nimero representa la distancia que hay desde el origen de
la recta numérica hasta ese nimero; por ejemplo, la distancia del nimero 5 al ori-
gen es 5, la distancia del namero —5 al origen es 5; la distancia del origen al —8 es
8 y la distancia del 8 al origen es 8.

El valor absoluto de cualquier nimero real diferente de cero siempre es un na-
mero real positivo.

El valor absoluto de un nimero se representa mediante dos barras verticales.
Por ejemplo, el valor absoluto de 9 se simboliza con |9].

Si a representa un nimero real, entonces:

|a| = a si a es mayor que cero (a > 0)
|a| = —a si a es menor que cero (a < 0)
|a| = 0 sia esigual a cero (a = 0)
Por ejemplo:
|8] =8 [0o] =0 |-10| = —(—=10) = 10

Suma de numeros reales

Cuando se suman nimeros reales pueden presentarse las situaciones siguientes:

* La suma de numeros todos positivos.
¢ La suma de numeros todos negativos.
¢ La suma de nimeros tanto positivos como negativos.

Regla de los signos cuando se suman nimeros con signos iguales

Al sumar dos o mas niameros reales del mismo signo, se suman sus valores absolu-
tos y en el resultado se escribe el signo comun de los nimeros. Es decir, los nime-
ros se suman como en aritmética y al resultado se le antepone el signo comuin de
los sumandos; o sea, —a + (=b) = —(a + b).

Resuelve las sumas siguientes:

a5+ 3

Solucion

5+3=38

b. (=8) + (=5

Solucion

=8+ (=5=-8+5=-13

Regla de los signos cuando se suman numeros con signos diferentes

En la suma de dos nimeros con signos diferentes se resta el valor absoluto del
namero menor del valor absoluto del nimero mayor. Al resultado se le antepone el
signo del namero que tenga mayor valor absoluto.

Suma 20 + (—15).

Solucion

20 + (—=15) = 5,yaque 20| =20y |—15| = 15y 20 — 15 = 5,y como el signo de 20, que es el
numero con mayor valor absoluto, es positivo, el resultado tendra signo positivo. Esto es

20+ (—15) =5
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Suma 8 + (—14). Ejemplo 4

Solucién
8 + (—=14) = —6 porque |8| =8y |—14| = 14y 14 — 8 = 6, y a la diferencia se le antepone el
signo del nimero que tiene mayor valor absoluto, que es —14, es decir:

8+ (—14) = -6

A partir de los ejemplos anteriores podemos concluir que si se van a sumar dos
nameros de signo diferente, se efectia la resta como en aritmética, el mayor menos
el menor (sin tener en cuenta el signo), y al resultado se le antepone el signo del
namero que tenga mayor valor absoluto.

Sustraccion o resta

Si se tienen tres numeros reales a = b + ¢, se dice que c es la diferencia entre a y
by se escribe a — b = c. En este caso, a recibe el nombre de minuendo, b el de
sustraendo y c el de diferencia.

La operacién que permite determinar la diferencia de dos nuimeros reales se
llama sustraccion o resta.

La sustraccion o resta es la operacion inversa de la adicion o suma porque per-
mite, conocida la suma de dos nimeros y el valor de uno de ellos, encontrar el valor
del otro sumando; por ejemplo, la diferencia 17 — 9 es igual al nimero que sumado
con 9 da 17, es decir, el nimero 8.

De manera similar

9—(2)=7porque7 +2=9
12 — (8) = 4 porque 4 + 8 = 12

Analiza los ejemplos siguientes y observa qué sucede cuando se usan sustrac-
ciones en las que intervienen nimeros negativos:

12 — (—=6) = 18 porque 18 + (—6) = 12
15 — (=1) = 16 porque 16 + (—=1) = 15
Podemos concluir que la operacion de restar un nimero negativo es equivalen-

te a la de sumar un nimero positivo del mismo valor absoluto; es decir, si @ y b son
dos numeros reales, entonces:

a—(—b=a+b

La operacion de sustraer un namero de otro puede expresarse en términos de
la operacion de suma aplicando la regla siguiente:

a—b=a+ (—b)

La operacion de restar un namero de otro consiste en sumar el minuendo con
el inverso aditivo del sustraendo.

Haz las restas siguientes: m

a. 15 — (4).
Solucién
15-@D=15+C49=15-4=11
b. 18 — (—2).
Solucién
18— (—2)=18+2=20
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c. 14 — (14).
Solucion
14— (149 =14+ (149 =14—-14=0
d. 16 — (—10).
Solucion

16 — (—=16) = 16 + 16 = 32

Propiedades de la sustraccion

Las propiedades de la sustraccion son:

¢ La ley de uniformidad.

* La ley de la monotonia o propiedad sustractiva de la igualdad.

La propiedad de uniformidad establece que la diferencia de dos nimeros reales es Unica; asi,
la diferencia de 30 — 26 tiene un valor Unico, que es 4, porque este nimero es el Gnico que suma-
do con 26 es igual a 30.

Por su parte, la propiedad de la monotonia o sustractiva establece que si se sustrae el mismo
numero de nimeros iguales, las diferencias son iguales.

Es decir, si m y n son dos nimeros reales y m = n, entonces:

m-—r=mn-—r
Por ejemplo:

x+3=7x+3-3=7-3x=4

Signos de agrupacion

Es comun que las operaciones de sumas y restas se combinen en un mismo problema. Estas com-
binaciones se construyen con ayuda de los simbolos o signos de agrupacion, los cuales se utilizan
para asociar o agrupar conjuntos de numeros relacionados por medio de una o varias operaciones
aritméticas.

Los signos de agrupacion que se usan en algebra son:

e Paréntesis () e Llaves {}

e Corchetes [] e Barras | |

Cuando una operacion se encierra entre signos de agrupacion, significa que dicha operacion
debe efectuarse primero y después el resto de las operaciones que se indican.
Analiza los ejemplos siguientes:

1. En la expresion 15 + (12 — 3) los paréntesis indican que primero se debe realizar la resta
12 — 3 y después al resultado hay que sumarle 15.

2. En la expresion (13 — 8) — (15 + 3) + (4 + 2) los paréntesis indican que primero se deben
hacer las operaciones senaladas entre paréntesis y después, con los resultados obtenidos,
las otras operaciones que se indican, es decir:

A3 -8 -A5+3)+U@+2)=05)—- 018 + (6
=5-18+6
= =7
Cuando uno o mas signos de agrupacion se encuentran encerrados dentro de otro, las ope-

raciones deben efectuarse de dentro hacia fuera, eliminando de uno en uno cada signo de agru-
pacion.
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Considera el ejemplo siguiente:
15+ 1[5+ (6 +3) — (8 — 2)]

En este caso, primero han de realizarse las operaciones indicadas por los parén-
tesis y luego las operaciones encerradas en los corchetes.

1I5+B+0© —-G]=15+1[5+9 — 6]
15 + [8]

Una vez eliminados los paréntesis, se eliminan los corchetes. Observa:

15+5+G+3)—-@®—-2)]=15+38
=23

Multiplicacion

La multiplicacion es una operacion que tiene por objeto, dados dos nimeros llama-
dos factores, calcular un nimero denominado producto.

Si a y b representan dos nimeros reales, el producto de a y b se puede denotar
por cualquiera de las expresiones siguientes:

a-b a(b)
(a@)(b) aXxXb

En general, la notaciéon a X b no se utiliza en algebra.

Propiedades de la multiplicacion

e Ley de uniformidad o unicidad

El producto tiene un valor Gnico; por ejemplo, el producto de 5(4) = 20. Este
resultado no puede ser otro.

* Propiedad conmutativa

Esta propiedad establece que el orden de los factores no altera el producto.
Por ejemplo

5(4) = 4(5)
Asi, si a y b son dos nimeros reales cualesquiera, entonces:
ab = ba

* Propiedad asociativa

Si tenemos el producto de tres nimeros, por ejemplo 2, 9 y 4, primero se
puede multiplicar 2(9) y el resultado multiplicarlo por 4, o bien multiplicar
primero 9(4) y el resultado multiplicarlo por 2; es decir,

2X9OX4=Q2X9YX4=18%x4 =72
o bien,
2X9X4=2X0OX4)=2X36=72

Observa que no cambiamos el orden de los factores, sino la forma de agru-
parlos. La propiedad asociativa de la multiplicacion senala que si a, by ¢ son
tres nimeros reales, entonces:

abc = (ab)c = a(bc)
e Elemento neutro de la multiplicacion

El elemento neutro de la multiplicacién es el nimero 1 porque el producto
de todo namero por 1 es igual a ese nimero; por ejemplo:
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1(6) =6
1(—8) = —8
1(a) = a

Si a es cualquier nimero real:
1Xa=a
* Inverso multiplicativo

Para todo numero real a distinto de cero existe un namero b, también real,
tal que a X b = 1.

El nimero b no es otro que < y se llama inverso multiplicativo de a.

Los numeros a y 1 son inversos multiplicativos uno respecto del otro. Obser-
va la tabla siguiente:

El inverso
multiplicativo de es porque
1 1
- 7.-=1
7 7 7
1 1
— 9.-:1
? 9 9
1 1
il 4 —-4=1
4 4
1 1
— _.5:1
5 > 5
Z > 25,
5 2 5 2
_7 - _Z[_é) —1
4 7 4\ 7

* Propiedad distributiva respecto a la adicion
Si a, by ¢ son nimeros reales cualesquiera, entonces:
alb + ¢) = ab + ac
Cuando existen mas de dos nimeros dentro de los paréntesis se tiene que:
ab+c+d+ ---+n)=ab+ ac+ ad+ - + an
Por ejemplo
8X(5+3)=8X(6B)+8X((B) =40+ 24 =064
47 +2+1D)=47) +42) +41)=28+8+ 4 =40
* Propiedad distributiva respecto a la resta
Si a, by c son tres nimeros reales cualesquiera, tenemos:

a(b — ¢) = ab — ac
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* Propiedad multiplicativa del cero

Si se multiplica cualquier nimero real por cero, su producto es igual a cero.
Por ejemplo

7(0) = 0 (3m)o=0 0(—9x) = 0

Si a es un numero real, entonces:
a(0) =0

Reglas de los signos para la multiplicacion
1. Si se multiplican dos nimeros reales con signos iguales, el producto es un
numero real positivo.
2. Si se multiplican dos nimeros reales con signos diferentes, el producto es un
namero real negativo.

De las reglas anteriores se deduce que cuando se multiplican mas de dos niime-
ros, el producto sera:

* Positivo si existe un nimero par de factores negativos.
* Negativo si existe un namero impar de factores negativos.

Resuelve las multiplicaciones siguientes:

a. 8(4).
Solucién
8(4) = 32
b. 5(—4)(—2).
Solucién
5(—9(—2) = 40
c. (—4)(—06).
Solucién
(—4)(—0) = 24
d. (—6)(—=2)(—D.
Solucién
(=6)(=2)(—D = —12
e. 8(—5).
Solucién
8(—5) = —40
S (=3)(=2)(—5)(—D(—D
Solucién
(=3)(=2)(—5)(—D(—1) = —120
Division

La division es la operacion inversa de la multiplicacién y permite, dado el producto
de dos factores (Ilamado dividendo) y uno de los factores (llamado divisor), calcular
el otro factor, el cual se denomina cociente.

La division se representa por el signo =+, una raya horizontal, o bien una raya
inclinada colocada entre el dividendo y el divisor.
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Si se divide 36 (dividendo) entre 4 (divisor) (36 + 4), el resultado (cociente) es
9 porque 9(4) = 306.
Analiza estos otros ejemplos:

15 + 3 = 5 porque 5(3) = 15
4 =5 porque 8(5) = 40

$ no tiene solucion

No es posible realizar la operacién £ porque no existe ningiin nimero real que
multiplicado por cero sea igual a 8. La division entre cero no esta definida.

Division
La division del nimero real a entre el namero real b cuando b no es cero puede

interpretarse, en términos de la operacion de multiplicacién, por medio de la
. 2 1
relacién 4 = a 56 =35

Propiedades de la division
e ey de la uniformidad o unicidad

El cociente de dos niimeros reales es unico. Por citar un caso, el resultado de
8 + 2 es 4 y no otro valor.

* Propiedad distributiva de la division respecto a la suma:

+2,dondec#0
c

at+b a
c c

* Propiedad distributiva de la division respecto a la resta:

-b
a ﬁ—é,dondec#o
c c <

* Regla de los signos

Si se dividen dos numeros reales con el mismo signo, el cociente tendra
signo positivo, en tanto que si los nimeros que se van a dividir tienen signo
diferente, el signo del cociente sera negativo.

L. Para cada una de las expresiones siguientes determina la propiedad de los niimeros reales que
se aplica.

1. 8x () = 8 (xp) 2.8+4) +3=8+(4+3)
a. Asociativa para la adicion a. Asociativa para la adicion
b. Asociativa para la multiplicacién b. Asociativa para la multiplicacién
c¢. Distributiva para la multiplicacion c¢. Distributiva para la multiplicacion
d. Conmutativa para la adicion d. Conmutativa para la adicion
e. Conmutativa para la multiplicacion e. Conmutativa para la multiplicacion
b. Asociativa para la multiplicacion a. Asociativa para la adicion




3.y+0=y

a. Inverso aditivo
b. Inverso multiplicativo
¢. Elemento neutro para la adicion

d. Elemento neutro para la multiplicacion

c. Elemento neutro para la adicion

LAl +2) =4x + 8

a. Propiedad asociativa para la suma

b. Propiedad asociativa para la multiplica-
cion

¢. Propiedad distributiva para la multiplica-
cion

d. Propiedad conmutativa para la multipli-
cacion

e. Propiedad conmutativa para la adicion

c. Propiedad distributiva para
la multiplicacion
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6. y(5 =5y

a. Propiedad asociativa para la suma

b. Propiedad asociativa para la multiplica-
cion

c. Propiedad distributiva para la multipli-
cacion

d. Propiedad conmutativa para la multipli-
cacion

e. Propiedad conmutativa para la adicion

d. Propiedad conmutativa para
la multiplicacion

L9+ (=D =0

a. Inverso aditivo

b. Elemento neutro para la multiplicacion
¢. Inverso multiplicativo

d. Elemento neutro para la adicion

a. Inverso aditivo

A2+ x=x+ 12

a. Propiedad asociativa para la suma

b. Propiedad asociativa para la multiplica-
cion

¢. Propiedad distributiva para la multiplica-
cion

d. Propiedad conmutativa para la multipli-
cacion

e. Propiedad conmutativa para la adicion

S7(3)=1

a. Inverso aditivo

b. Elemento neutro para la multiplicacion
c. Inverso multiplicativo

d. Elemento neutro para la adicion

a. Inverso multiplicativo

e. Propiedad conmutativa para la adicion

x=x

a. Inverso aditivo

b. Elemento neutro para la multiplicacién
c. Inverso multiplicativo

d. Elemento neutro para la adicién

c. Elemento neutro para la multiplicacion

I1. Resuelve las operaciones siguientes:

1. (—1D(—3) =

10. 1(-9) =

12. (—=8)5 =
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13. 3(-6)(—2) =

27. —32 + (—4)

14. 83) — (2) =

21. (=2(=2)(=2) =

28. -7 - (-7 =

15. 8+ (200 — 4@ =

22. (=3)(=3)(=3) =

29.83 -5 —9(=2) =

16. —8 + (—=6) — (=7) =

23. (=2)(—2)(—2)(—2) =

30. -1z _

17. (=20) + (12) =

24. —4(—4) =

18. 14 — (18) =

25. (=55 =

w
N
olo
Il

26. 36 =~ (—6) =

33. -6+ (2 =



3. 7 + (—15) =

36. —5(—4)(—2) =
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48. 4 + (—4) =

49. 1(—18) =

50. =6 — (—=6) =

37. (-3 + (=D =

44. —4(—1)(—8) =

51. =3+ (=7 =

38. (48 + 6) — (10) =

45. (=9(=9) =

5. (=9) - (=4 =

39. -8+ (—2)=

46. (—=5)(=5)(—5) =

53. (—8)(—4) =

40. 20 — (42 + 2) =

47. 15 + (—10) =

54. (-6) + (14) =
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55. —(20) — (16 + 2) = 56. 1(—6) =

III. Resuelve los problemas siguientes:

57. En la tabla que sigue se muestran las entradas y salidas de un banco de sangre.

Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes Sabado Domingo
Entraron Salieron Salieron Entraron Entraron Salieron Entro
4 litros 7 litros 2 litros 3 litros 6 litros 10 litros 1 litro

¢Cual es la variacién que se registré durante dicha semana de la reserva de sangre?

—5 litros

58. En cierta ciudad, la temperatura a las 16:00 pm era de 6° Celsius (C) y a las 24:00 horas de
—2 °C. ;Cuanto varia la temperatura?

—8 °C

59. A las 6:00 am, la ciudad de Saltillo registré una temperatura de —3 °Cy a las 15:00 PM una
de 7 °C. ¢Cual fue el cambio de temperatura?

10 °C

60. La temperatura de la ciudad de Monterrey es de 17 °C y se estima que descendera a razén
de 2 °C por hora. ;Cual sera la temperatura estimada dentro de 10 horas?

_3 OC
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61. Un submarino sumergido 280 metros (m) bajo el nivel del mar disparé un cohete que
subi6é 700 m. ;A qué altura sobre el nivel del mar lleg6 el cohete?

420 m

62. En la ciudad de Chihuahua la temperatura a las 8:00 AM era de 24 °C y a las 3:00 PM, de
—16 °C. ¢Cual es el cambio de temperatura?

—40 °C

63. En la tabla siguiente se muestran las utilidades de un negocio en los primeros seis meses
del ano. ;Cuanto dinero ha ganado durante este tiempo?

Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio

$35 684 $41 500 $29 674 $30 670 $38 654 60 $43 750

64. Luis pesa 90 kilogramos (kg), pero lleva una dieta que le permitira bajar 2 kg por mes.
¢Cual sera su peso en 7 meses?

76 kg

65. Un tanque de gasolina se vacia a razén de 25 litros (1) por minuto. Si tarda 40 minutos en
vaciarse, scuantos litros caben en el tanque?

1000 1
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66. En una noche de invierno, la temperatura cambi6 de —4 °C a —9 °C. ;Cuantos grados bajo
la temperatura?

5 °C

Potenciacion

Las potencias de un nimero son los resultados que se obtienen al tomarlo como
factor dos veces o mas. Por ejemplo

5X5=25 5X5X5=125 5X5X5X5=0625

Cuando un nimero se toma como factor dos veces, el resultado es la segunda
potencia o el cuadrado de dicho nimero.

Cuando se toma como factor tres veces, el resultado es la tercera potencia o el
cubo de dicho numero.

Si se toma como factor cuatro veces, el resultado es la cuarta potencia de dicho
numero, y asi sucesivamente.

No olvides que la primera potencia de un nimero es el mismo nimero.

El nimero que se multiplica por si mismo se llama base de la potencia.

Para simbolizar la potenciacion se escribe la base y en la parte superior derecha
se anota un nimero mas pequeno que indica cuantas veces se toma como factor
dicha base. Este superindice se denomina exponente.

Por ejemplo, el nimero 3 elevado a la cuarta potencia se representa por 3*y el
resultado es 3 X 3 X 3 X 3 = 81.

El resultado de elevar un nimero diferente de cero a una potencia par tendra
siempre signo positivo, mientras que si se eleva un nimero negativo a una poten-
cia donde el exponente es impar, el resultado tendra siempre signo negativo. Por
ejemplo

(-3)" =81 (-2)° = —32
(=3 = —27 (=2)"' =16

Propiedades de los exponentes

* Regla del producto para los exponentes
Considera las multiplicaciones siguientes:

1. 5" X 5% = 5(5)(5)(5) X 5(5) = 5°
LTEXT =TIDDD X (D =T
3. 2° X 2° = 2Q)(2)(2)(2) X 2()(Q2)(2)(2) = 2"

N

A partir de los ejemplos anteriores podemos deducir esta regla:

ax. ay . azm — ax+y+z“,
Asi, tenemos que, por ejemplo
28 % 2% = 12 5t x5 =35° P X add = a?

e Regla del cociente para los exponentes

Considera las divisiones siguientes:

27 _ 22)(2)(2)(2)(2)(2) _ o
1.5 2202 1DMDEN2X2)(2) = 2




2.
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3° _ 3(3)3)3)(3)(3)(3)(3)
3¢ 3(3)(3)(3)(3)(3)

= 1(DHMOMM(3)(3) = 3°

A partir de los ejemplos anteriores podemos deducir esta regla:

x

é__ a”” donde a # 0
a}’

Asi, tenemos los ejemplos siguientes

12
X 2-4 8
X

1-6 -5

_ w
7-2 5 C=w' T =w
w

N |&
~ ~
Il
Q
Il
Q

Regla de la base con exponente cero
Como sabes, todo nimero dividido entre si mismo es igual a 1. Por ejemplo

-b
6+-6=1 -8+ —-8=1 a+a=1 —=1
—b
Si a es un nimero real diferente de cero, entonces 4 =1 y, ademas, de acuer-
do con las leyes de los exponentes, £ =a'"' =a° =1; por tanto £2=4a" =1
para todo a # 0.

Todo numero diferente de cero elevado a la potencia cero es igual a 1
a’ =1,donde a # 0

Asi, tenemos, por citar algunos ejemplos

0 0 20 40 0
5°=1, (=9 =1, 3 =1, —; =1, (=’ =1 cuandoy # 0

Regla del exponente negativo

m

Considera la multiplicacion a™ ™ - @™, donde a es un ndmero real distinto de

cero.

De acuerdo con la regla del producto para exponentes

m n

a” a"=a" =1;esdecir,a” - a” = 1.

Si multiplicamos ambos miembros de la igualdad anterior por — y aplicamos
la propiedad de la monotonia para la division, tenemos: “;Lm“ = -, de donde
se deduce que

a =
a

oL

En este caso tenemos que, por ejemplo

para todo x # 0
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¢ Regla de la potencia de una potencia

Consideremos la operacién (x°)*. El exponente 4 indica que X’ se toma como factor cuatro
veces; es decir:

=2 X XXX =207 =5

Observa que si se multiplican los exponentes 5 y 4, su producto es 20. Analiza este otro
ejemplo:

(n2)6 — nZ(nZ)(nZ)(nZ)(nZ)(nZ) — n2+2+2+2+2+2 — an

Nuevamente nota que el exponente de la potencia es igual al producto de los exponentes.
Por tanto, para todo nimero real a

Por ejemplo
2% = 21 @)° = a® (a—z )4 —g® =
Por ultimo, tenemos las siguientes propiedades de los exponentes:
* Regla: (a-b)"=a"-b"

Podemos citar estos ejemplos

(Sx)z — 52 . xZ — 25x2 (xy)G — x6 _y6 — x6y6
* Regla: (@" - b" -...- 2V =a™ - b™ - ... - 2
En este caso se tiene que, por ejemplo
(“2 . b5)4 — aS . bZO — ﬂSbZO (axy523)3 — 27x3y15zﬂ

ﬂ10b6 alObG
24y12 = 16y12

(z—zﬂsbsy—é )2 — 4 alobGy—lz _
* Regla: (E) = a—, donde b # 0
b b"

Por ejemplo

* Regla: (ﬁ) = (éj ,dondeayb#0
b a

Por citar algunos casos

_(zjy_ a ) (o) et
y x x° b’ a’ a'

1. Evaliia las potencias siguientes.

1. 2 2. (=6 3. (—2)*




4. 7°

7. 5Y°
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10. 42

8. (2%’

11. 273

9. (=47’

12. 3™

I1. Simplifica las expresiones siguientes. Escribe el resultado sin exponentes nulos y sin exponentes

negartivos.

13. bb* =

16. y)° =

19. ww’ =

17. (P =

20. wlw =

15. °x° =

21, x %% =

81
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22, X% =

N
v
ERES

N
o
2%,

30. ww * =

6

31. m®m ¢ =

34. (W) =

35. (@’b)’ =




Operaciones fundamentales con los nimeros reales

o 48. (b*)’ = 5\
43. y—,9: 55 (a_]
y B
—4 5 3\
aa. %: 50. 2= 56. ["2 j
y y
_g 4\ 2
45. 2 = 51. ()° = a7. (x—]
n y
w® 6y-2 _ 2 55203 _
46. — = 52. O = 58. (’m’b %)’ =
w
b* w 2
47. = 53. (b = 59. ( _2] =
y
2 4 6 -2
48. = = 54, (x—sj = 60. (x—4j =
x y y
Radicacion

La radicacion es la operacion inversa de la potenciacién y permite, conociendo
la potencia y el exponente, determinar la base correspondiente.
Como 6° = 36, se dice que 6 es raiz cuadrada de 36 y se representa con

J36 =6.
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Como 2° = 8, se dice que el 2 es raiz ctibica de 8 y se simboliza con Y8 =2;si
se tiene 3" = 81, el 3 es raiz cuarta de 81 y se denota con {81 = 3.

El signo %/ se conoce como radical, el nimero o expresién que se encuentra
dentro del radical se llama radicando y el nimero n, que es siempre un namero
natural, se denomina indice del radical.

Las raices cuadradas tienen indice 2 y, en general, éste no se escribe.

Ejemplo 7 En las raices siguientes, indica qué nimero es el radicando y cual el indice.

a. Y27

Solucion

b. J49

Solucion

El radicando es 27 y el indice es 3. Se lee “raiz cubica de 27”.

El radicando es 49 y el indice es 2. Se lee “raiz cuadrada de 49”.

Si 7 es un namero natural y a” = b, por definicion a es la raiz n-ésima de b.

Si b es un nimero positivo, s6lo hay un nimero positivo tal que a” = b. Dicho
numero se representa como D) y recibe el nombre de raiz n-ésima principal de b.

Por ejemplo, la raiz cuadrada principal de 36 es 6 y se escribe & = 0. La raiz
cuarta principal de 16 es 2 y se escribe 416 = 2.

Si b es negativo y 7 es par, no existe raiz n-ésima real de b, pero si n es impar,
existe un nimero negativo que es la raiz n-ésima de b. Por ejemplo, la raiz cabica
principal de —8 es —2 y se escribe Y-8 =-2.

Resumiendo lo anterior, si # es un nimero = 2, se tiene que la expresion

1\1/5

* No esta definida para el conjunto de los nimeros reales si # es pary b < 0.
* Esigualacerosib =0

* Es mayor que cero si b > 0

* Es menor que cero si # es impary b < 0

Ejemplo 8 Resuelve las raices siguientes

a. \—-16 e. Y0 i. Y27 =3
b. 25 f -64=—4 j. J-128 =-2
c. ¥-81 g o
d. -8 h. (=32

Solucién
a. =16 no esta definida para el conjunto de los nimeros reales.
b. 25 =5
c. 4-81 no esta definida para el conjunto de los nimeros reales.
d. -8 =-2
e. J0=0
S A—64 =—4
8. Jo=o0



Operaciones fundamentales con los nimeros reales

Exponentes racionales
Una expresion radical de la forma ¥ a™ se puede escribir como una expresion ex-
ponencial utilizando la propiedad siguiente:

l/n)m — m/n

(a a

Para cualquier nimero positivo a y enteros m y n = 2 (mayores o iguales que
2) tenemos que:

nl _m m/n

a =da

Resuelve las operaciones siguientes

a. 27" d. 16"? g 27'"°
b. 8 e. a’* =a h. x°°
C. b3/4 f mZ/S
Solucién
a. 22 =42 d. 16"* =16 g 27% =327

b 8 = U e a = b o =

c. b¥* =3’ f om* =Im’

Ahora considera que en la expresion {/b™ se tiene el caso en que m = n, enton-
ces resulta que ¥/ =X/b". En esta situacion es necesario puntualizar lo siguiente:

* Sin es impar, ¥b" =b"" = b para todo nimero real b.

* Sin es par, \/b" = b para todo nimero real b > 0y es igual a (—b) para todo
nuimero b < 0.

Resuelve las operaciones siguientes

a. \5? d 7
b. \(=5) e. \(—=6)’
c. Y=3)° £ 2
Solucion
a. \/572 =5 d. \/772 =7
b. (=5 =—(-5)=5 e. V(=6 =—(-=6)=6

c. Y=3)'= —(-3=3 £ J=2)° = ~(-2)=2

Si n es par, se cumple que para cualquier nimero real a:

K’/a_"=|a|
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m Resuelve las operaciones siguientes

a. \J5* d. J(—=6)*
b J2x 57 e. J&t7
c. Jx* £ Ya'
Solucién
a. J5* =|5]=5 d. (=67 =|—6]=6

b. y2x —5)* =|2x — 5| Jx+7) =|x+7|
| x| f da* =|a|

:

o

o
=)
I

m

Puesto que todos los radicales de la forma Ya™ son positivos o cero, cuando
tenemos un problema que se quiere simplificar existen dos soluciones:

e Juwl=wsiw>0

o Jw=—wsiw<o0

En este texto nos apegaremos al criterio siguiente: cuando aparezcan literales
dentro de una radical, se supondra que todas las variables representan nimeros
positivos, es decir, mayores que cero; esto con el fin de que puedan expresarse res-
puestas sin signos de valor absoluto.

Entonces:

1. Ya° = a 2. Jx* =« 3.3/37‘:3/

1. Escribe estos niimeros en forma exponencial.

1. 5= 4. Y4 = 7.2 =




Operaciones fundamentales con los nimeros reales

I1. Escribe los nitmeros siguientes en forma de radical.

9. 3% = 12. 77 = 15. 2'° =
10. 84 = 13. 5*/° = 16. 5°/% =
11. 9% = 14. 10%% =

II1. Evaliia estas expresiones.

17. 647 — 81" =

20. 8%% + (—27)"*—-8° =

-5 0
18. 252 + 27 — (=) + (-D = 21. 327 — 8 +(=10) = (5) — (-11) =

9 -3
19. (—8)"* + 36" —(-2) = 22. 64— (=9 +(-3) =

6 2
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Notacion cientifica

La notacién cientifica consiste en expresar nimeros muy grandes o muy pequeios
con la ayuda de potencias de base 10.

Cuando un nimero se escribe en notacion cientifica aparece como un nimero
mayor o igual que 1, pero menor que 10, multiplicado por alguna potencia de
base 10.

Por ejemplo

4.6 X 10° 3.9 X 107 107

A continuacién analizaremos cémo proceder para expresar un nimero en nota-
cion cientifica.

Caso 1. El namero dado es mayor que 1

En este caso, el punto decimal se mueve a la izquierda y se escribe a la derecha del
primer digito diferente de cero; después se multiplica por una potencia de base 10
y el exponente es igual al nimero de lugares que se recorri6 el punto decimal.

m Escribe los nimeros siguientes en notacion cientifica:

Solucion

¢. 64 800

a. 418 000 000.
b. 345 000.
¢. 64 800 000 000

a. 418 000 000 = 4.18 X 10°
b. 345 000 = 3.45 X 10°

000 000 = 6.48 X 10"

Caso 2. El nimero dado es menor que 1

En este caso, el punto decimal se mueve a la derecha y se escribe a la derecha del
primer digito diferente de cero; después se multiplica por una potencia de base 10
y el exponente es igual al nimero de lugares que se recorri6 el punto decimal, pero
con signo negativo.

W Escribe los nimeros siguientes en notacion cientifica:

b. 0.0078

e. 2.23

Solucion

tifica.

a. 0.000057

¢. 0.0000000065
d. 0.42581

a. 0.000057 = 5.7 X 10>

b. 0.0078 = 7.8 X 107°

¢. 0.0000000065 = 6.5 X 10°°
d. 0.42581 = 4.2581 X 10"

e. 2.23: en este caso no hay que hacer nada, ya que este nimero esta escrito en notacioén cien-



Notacion cientifica

Ejercicios 4

1. Expresa las cantidades fisicas que se indican en notacion cientifica.

1. La distancia promedio de la Tierra al Sol es de 93 000 000 millas.

2. La masa de un protén es de 0.000 000 000 000 000 000 000 16 gramos.

3. La superficie aproximada de la Tierra es de 148 000 000 000 000 m”.

4. El tamafio aproximado de un virus es de 0.000 000 042 m.

5. La masa aproximada de la Tierra es de 61 000 000 000 000 000 000 000 000 kg.

6. La masa aproximada de cierta molécula es de 0.000 045 gramos.

89



90

Capitulo 3 Propiedades de los nimeros reales

I1. Efectiia estas operaciones en notacion cientifica.

7. 45 000 000 X 0.000 14 = 6 4000 B
a. 6.3 X 10" " 0.000000002
b. 6.3 X 1073 a.2 % 10°
c. 6.3 X 10° b.2 X 10°¢
d. 6.3 X 10* c. 2 X 10"
d. 2 X 107"
c. 6.3 X 10° c. 2 X 10"
0.000 000008
. 245 000 000 X 0.000 016 = 7. =
302 X 10° 0.000 000 000 000 000 2
a. d. :
5 a. 4 X 10
b. 3.92 X 10 _
- b. 4 X107
c. 392 X107 5
4. 3.92 X 10° c. 4X10°%
- d. 4 X 10”
a. 3.92 X 10° a. 4 X 107
0.000 000 014 g 0.0025 _
" 7000 000 " 500000 000 000
a. 2 x107? a.5x 1077
b 2 X 10" b.5xX 107"
s c. 5% 10
c. 2 X 10 d 5% 105
d2x10"
d 2xX10" b. 5xX 107"
9 000 000 000 000 _ 9 0.00006 X 0.000 000 08
" 300 000 000 ' 1200 000 000
a. 3 x 10° a. 4 x 107
b. 3 X 10* b. 4 X 10°%
c.3x 10" c. 4 X103
d. 3 X 10% d. 4 X 10°
b. 3 X 10* a. 4 X 10°%
150 000 _ 10 4900000000 X 0.00001
" 0.00003 ) 0.000 007
a. 5 x 10° a.7 X 1072
b.5%x107° b. 7 X 10"
c. 5% 1077 c. 7 X107
d. 5 X 10’ d. 7 X 10°
a. 5 %X 10° d. 7 X 10°




Notacion cientifica

III. Resuelve cada uno de los problemas siguientes utilizando notacion cientifica.

11.

La distancia promedio de Marte a la Tierra es de 35 000 000 millas. Expresa esta cantidad
en kilémetros y en notacion cientifica. (Nota: 1 milla = 1.609 km)

a. 5.96 X 10’ km
b. 5.63 X 10* km
¢. 5.63 X 1077 km
d. 5.63 X 10" km

d. 5.63 X 10’ km

12.

Calcula la masa de 15 millones de protones si la masa de cada uno de ellos es igual a
0.000 000 000 000 000 000 16 g.

a.2.4x 10"
b. 2.4 X 107"
c. 2.4 X107
d.2.4x10™"

a. 2.4 X 10

13.

Calcula cuantas veces es mayor la masa de la Tierra que la de un protén si:
Masa de la Tierra = 5980 000 000 000 000 000 000 000
Masa del protén = 0.000 000 000 000 000 000 16g

a. 3.7 X 10% veces
b. 3.7 X 10™ veces
c. 3.7 X 10® veces
d. 3.7 X 10™ veces

c. 3.7 X 10® veces

14.

Calcula la densidad media de la Tierra si su masa es de 5980 000 000 000 000 000 000 000 kg
y su volumen es de 1080 000 000 000 km’. Expresa el resultado en gm/cm’. (Recuerda:
densidad = masa/volumen y 1 km = 10° cm.)

a.s5.5 X 10° g/cm’
b. 5.5 g/cm’
c. 0.5 g/em’
d. 55 g/cm’®

b. 5.5 g/cm’
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‘

I. Para cada una de las expresiones siguientes, determina la propiedad de los niimeros reales que
se aplica.

1.8(7) = 7(8® 5.(-6) +8=8+(—0)

a. Asociativa para la adicion

b. Asociativa para la multiplicacién

c. Distributiva para la multiplicacion
d. Conmutativa para la adicién

e. Conmutativa para la multiplicacion

e. Conmutativa para la multiplicacion

a. Propiedad asociativa para la suma

b. Propiedad asociativa para la multiplica-
cion

c. Propiedad distributiva para la multipli-
cacion

d. Propiedad conmutativa para la multipli-
cacion

e. Propiedad conmutativa para la adicion

e. Propiedad conmutativa para la adicion

.84 +3) =32+ 24

a. Asociativa para la adicion

b. Asociativa para la multiplicacion

c. Distributiva para la multiplicacion
d. Conmutativa para la adicién

e. Conmutativa para la multiplicacion

c¢. Distributiva para la multiplicacion

.B8+D+3=8+(7+3)

a. Propiedad asociativa para la suma

b. Propiedad asociativa para la multiplica-
cion

c. Propiedad distributiva para la multiplica-
cion

d. Propiedad conmutativa para la multipli-
cacion

e. Propiedad conmutativa para la adicion

a. Propiedad asociativa para la suma

6.(8X5 X6=8X(5X06)

a. Propiedad asociativa para la suma

b. Propiedad asociativa para la multiplica-
cion

c. Propiedad distributiva para la multiplica-
cion

d. Propiedad conmutativa para la multipli-
cacion

e. Propiedad conmutativa para la adicion

b. Propiedad asociativa para la multiplicacion

7.8x + 0 =8x
a. Inverso aditivo
b. Elemento neutro para la multiplicacién
c. Inverso multiplicativo

d. Elemento neutro para la adicion

d. Elemento neutro para la adicion

.6x1=6

a. Inverso aditivo

b. Inverso multiplicativo

¢. Elemento neutro para la adicion

d. Elemento neutro para la multiplicacion

d. Elemento neutro para la multiplicacion

8. 5xL—1
5

a. Inverso aditivo
b. Elemento neutro para la multiplicaciéon
¢. Inverso multiplicativo

d. Elemento neutro para la adicién

¢. Inverso multiplicativo




9.5+ (=5 =0

a. Inverso aditivo

b. Elemento neutro para la multiplicacion

¢. Inverso multiplicativo

d. Elemento neutro para la adicion

Evaluacion

a. Inverso aditivo

I1. Resuelve las operaciones siguientes.

10, - 3)2 + (6 — 9)? 14. (=2)° +4(27"%) +5(-2)
: (10 — 15)? a. 54
a. 0 b. 30
— d. —20
d. 2
b. 1 c. —30
4
11. En la expresion 3" = 81, 4cudl es el valor | 15, 9(%] — (2—2] —(36") =2
de n?
a. 2 Z' 7 o
. —1
b.
"?4) c. —11
¢ d. —12
d. 24
4 c. 11
_ = 9) = 4%y 6’
12.4X8-(16+2) 16. —E46;2 ~5(5) +(6—5J +30(-2)" — /25
a. 8
b. 3 a. 1l
c. 41 b. (;1
c.
d. 24 d 2
d. 24 c. 0

13. (=13) = (15 + (=2) + (D) — (=30)

a. —6
b. 7

c. 6
d. —7
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III. Obtén la respuesta de las operaciones siguientes y exprésalas en notacion cientifica.

17

. 0.000006 X 0.000 08 18, 22000 000 X 0.000 000 000 000 9
0.0012 0.00033
a. 4 x 1077 a.6x 107!
b. 4X10° b. 6 X 10
c. 4 X107 c. 6 X107
d 4 x10°® d. 6 x107?
a. 4 X107 d 6 X102

IV. Resuelve los problemas siguientes.

19.

En cierta noche de invierno, la temperatura disminuye de 2 °C a —5 °C, ;cual fue el cambio
de temperatura?

a. —3 °C
b. =7 °C
c. 7°C
d.3°C

b. =7 °C

20.

En la tabla siguiente se muestran los puntos registrados en la bolsa de valores durante las
tres semanas pasadas. ;En qué semana se registr6 la mayor ganancia y a cuanto ascendi6
ésta?

Dia

21.

Semana Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes

1a. +56 —47 =15 +10 +15

2a. +15 +17 —30 +46 +12

3a. +12 +15 —18 +8 —25
a. 46
b. 64
c. 58
d. 60

d. 60

Si sabemos que la masa de un proton es | 22. La Luna se encuentra a unos 3 782 000 km
de 0.000 000 000 000 000 000 016 g, cal- de la Tierra. Expresa la distancia en pul-
cula la masa de 10 millones de protones. gadas. (Recuerda: 1 pulgada es igual a
a. 1.6 X104 2.54 cm.)
b. 1.6 X 107 a. 1.49 X 10" pulg
c. 1.6 X 10718 b. 1.49 X 10" pulg
d 1.6 X 1075 c. 1.49 X 10" pulg

d. 1.49 X 10° pulg

d. 1.6 xX107" b. 1.49 X 10" pulg




Evaluacion

V. Simplifica las expresiones algebraicas siguientes. Expresa el resultado sin exponentes nulos ni

negativos.
23. (a'b>)(a@’b) w'
a. a’'b* 28. w
b. at® a. w"
c. ab b w*
d. a*v’ c. w?
1
b a'b d 5
24. “—1: a. w"
a ,
b 7
a. 0123 29 b_3
1
b. — . b
“ b b
c. a 1
d 0125 C. E
1
C. aS d ﬁ
8 1
25, L @
y
a y16 X2 2
- 30. [_j
b. 0 y
c. 1 4,7
a.x'y
d. y* X
1 b. F
C. .
x4 C. .X‘_7
26. = y4
. d =
’ y
1 7
il 58
b. e b,
c. x"° 4
4 1 a’
d. x* 31. o
b iz ; a®
X RV)
b
27. (x*y?)? b L
a. x5 " a®b®?
- XYy
b. x16y9 c ﬂZO blZ
[o 2x4y3 At
d. x*° d. P
d. x%° c. a’b”
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52 35. n'n’
a 3
. b. n'
a. b— 1
a c. ey
a
b. —
b d. i}
a® "
C. ﬁ i
b2 n’
e
b" 6
a 2 "
a
33. A%
A b L
a. x* b
b. x*° ¢ id
1 9
¢ — d L
X s
1
d. —5 b_z
a
37. (x*y *u’)’
a. xz 12
a. 5
34. b0 Y
a. 0 b xllw
. 3
b. 1 y
c. b c. &
1 7
le
b. 1 6




Divisibilidad

Se dice que un numero es divisible entre otro cuando lo contiene un nimero
exacto de veces; por ejemplo, 16 es divisible entre 2 porque lo contiene exac-
tamente 8 veces (% = 8).

Considerando el ejemplo anterior, se dice que 16 es un multiplo de 2, o
que 2 es un divisor de 16, o también que 2 es un factor o submiiltiplo de 16.
De acuerdo con ello, precisemos que los conceptos divisible entre y miiltiplo
de tienen un mismo significado.

Un ndmero natural tiene un conjunto infinito de multiplos. Por ejemplo,
los multiplos de 3 son 3, 6,9, 12, 15, . . . , asi sucesivamente hasta el infinito.
Como puedes observar, los multiplos de 3 se obtienen al multiplicarlo por los
nameros naturales: {1, 2, 3, 4, 5, . . .}. En general, si 7 es un nimero natural,
entonces sus multiplos son {1 X n, 2 X n, 3 X n, .. .}. Cabe senalar que el
numero 27 es par, mientras que el representado por las expresiones 27 + 1
y 2n — 1 es impar.

Determina los primeros ocho multiplos de 4.
Solucién

{4, 8, 12, 16, 20, 24, 28 y 32}

r Principios de divisibilidad
A continuacién mencionaremos los principios fundamentales de la divisibili-
dad y mas adelante sus caracteristicas.

Primer principio de divisibilidad

Si un nimero divide a dos 0 mas nameros, entonces también divide a su suma.
Por ejemplo, 3 divide a 12, 21 y 15; por tanto, también divide al nimero 48
(12 + 21 + 15 = 48).

Divisibilidad,
multiplos
y divisores

Divisibilidad
NUmeros primos
Maximo comun divisor

Minimo comin mudltiplo
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Segundo principio de divisibilidad
Todo numero que divide a otro divide también a sus multiplos. Por ejemplo, el nu-
mero 4 es divisor de 8; por ende, también lo es de los nimeros 16, 24, 32, 40...

Tercer principio de divisibilidad

Si un nimero divide a dos nimeros, entonces también es divisor de su diferencia.
Por ejemplo, 5 es divisor de los nimeros 20 y 35; luego, también lo es del naimero
15 (35 — 20 = 15).

Cuarto principio de divisibilidad

Todo numero que divide al divisor y al residuo de una division también divide al di-

videndo. Por ejemplo, el cociente de la divisién 38 + 6 es 6 y su residuo es 2. En este
caso, el 2 divide al divisor 6, al residuo 2 vy, por tanto, es divisor del dividendo 38.

r (Caracteristicas de la divisibilidad

Las caracteristicas de la divisibilidad forman un conjunto de reglas que permiten
determinar si un namero es divisible entre otro.
Entre las reglas de mayor uso se hallan las descritas a continuacion.

Divisibilidad entre 2
Un namero es divisible entre 2 cuando su dltima cifra es un nimero par o cero; por
ejemplo:

24, 10, 86, 128, 4216, 4280, etcétera.

Divisibilidad entre 3
Un numero es divisible entre 3 cuando la suma de los valores absolutos de sus cifras
es un mdltiplo de 3. Por ejemplo, 423 es divisible entre 3, yaque 4 + 2 + 3 = 9, el
cual es un multiplo de 3 (9 = 3 X 3).
Divisibilidad entre 4
Un numero es divisible entre 4 cuando sus dos ultimas cifras son ceros o forman un
multiplo de 4; por ejemplo:

200, 4200, 812, 936, 108, etcétera.

Divisibilidad entre 5
Un numero es divisible entre 5 cuando su ultima cifra termina en cero o en 5; por
ejemplo:

35, 40, 115, 120, etcétera.

Divisibilidad entre 6
Un ndmero es divisible entre 6 cuando es divisible entre 2 y entre 3; es decir, cuan-
do termina en cero o en cifra par y la suma de los valores absolutos de sus cifras es
un multiplo de 3. Por ejemplo, 3120 y 282.

3120 termina en ceroy 3 + 1 + 2 + 0 = 6 es muiltiplo de 3.

282 termina en nimero par (2) y 2 + 8 + 2 = 12 es multiplo de 3.

Divisibilidad entre 7

Una técnica para probar si un namero es divisible entre 7 es la siguiente. Supén que
necesitas comprobar que 38 409 es divisible entre 7. ;Como lo harias?

* 38 409 es divisible entre 7 si 3840 — 2(9) = 3822 lo es.
e 3822 es divisible entre 7 si 382 — 2(2) = 378 lo es.
e 378 es divisible entre 7 si 37 — 2(8) = 21 lo es.

Como 2 = 3 entonces 38 409 es divisible entre 7.



Divisibilidad entre 8

Un numero es divisible entre 8 cuando sus tres ultimas cifras son ceros o el nimero
que se forma con estas tres ultimas cifras es multiplo de 8. Por ejemplo

34 000 (34 000 ~ 8 = 4250); 84 632 (632 ~ 8 = 79)

Divisibilidad entre 9

Un numero es divisible entre 9 cuando la suma de los valores absolutos de sus cifras
es multiplo de 9. Por ejemplo:

918 porque 9 + 1 + 8 = 18; 513 porque 5+ 1+ 3 =9

Divisibilidad entre 11

Un numero es divisible entre 11 cuando al sustraer la suma de los valores absolutos
de las cifras que ocupan un lugar par, de la suma de los valores absolutos de las
cifras que ocupan un lugar impar, en el sentido de derecha a izquierda, se obtiene
cero o un multiplo de 11, es decir

Suma de los valores Suma de los valores cero o es un
absolutos de las cifras — absolutos de las cifras = numero
que ocupan un lugar impar que ocupan un lugar par multiplo de 11

El ejemplo que sigue te ayudara a entender mejor la divisibilidad entre 11.
Determina si los nimeros siguientes son multiplos o divisibles entre 11.

a. 1364

Solucion

Numeros primos

Las cifras de lugar par de derecha a izquierda son 6 y 1, los cuales se suman: 6 + 1 = 7

Las cifras de lugar impar de derecha a izquierda son 4 y 3, los cuales también se suman:

4+3=7.

Ahora se resta el primer resultado del segundo: 7 — 7 = 0; por consiguiente, el nimero

1364 es un multiplo de 11.
b. 25 817

Solucion

Las cifras que ocupan lugar par de derecha a izquierda son 2 y 5, las cuales se suman:

5+1=6.

Las cifras de lugar impar de derecha a izquierda son 7, 8 y 2, las cuales también se suman:

7+8+2=17.

Ahora se resta el primer resultado del segundo: 17 — 6 = 11; luego, el nimero 25 817 es

divisible entre 11.

Numeros primos

Se llaman numeros primos aquellos que sélo son divisibles entre si mismos y entre
la unidad. Por ejemplo, 2, 3, 5, 7, 11... son nimeros primos. Los nimeros que no
son primos se denominan niimeros compuestos.

Para determinar el conjunto de los nameros primos desde 1 hasta otro nimero
natural podemos utilizar el método conocido con el nombre de criba de Eratoste-
nes, el cual explicaremos a continuaciéon mediante un ejemplo.
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m Halla los numeros primos que hay entre 1 y 50.
Solucién

Paso 1. Escribe en una tabla todos los nimeros entre 1 y 50, ambos incluidos.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

Paso 2. Elimina todos los nimeros pares mayores que 2 por ser multiplos de este nimero.

1 2 3 A 5 b4 7 X 9
11 p24 13 pt 15 6 17 1 19
21 27 23 24 25 26 27 2€ 29
32
g4

31 33 34 35 36 37 3€ 39
41 43 4 45 %4 47 A 49
Paso 3. El primer nimero primo después de 2 es 3; por consiguiente, a partir de su cuadrado, el

9 inclusive, se eliminan los niimeros escritos tres a tres lugares, con lo cual quedan eliminados los
multiplos de 3.

AKX XX

1 2 3 X 5 A 7 X X )
11 p 74 13 4 e 26 17 1€ 19 2q
2 22 23 24 25 26 2 2€ 29 3q
31 37 335 34 35 36 37 3¢ 3¢ 24
41 P4 43 a4 45 36 47 A€ 49 54

Paso 4. El primer nimero primo después de 3 es 5; por consiguiente, a partir de su cuadrado, el
25 inclusive, se tachan los nameros 5 a 5 lugares, con lo que se suprimen los multiplos de 5.

1 2 3 X 5 X 7 X X S
11 ped 13 p 4 hot 6 17 € 19 24
2 2 23 24 25 26 4 2€ 29 34
31 O G S G- S /- G-~ S
41 P4 43 *#4 1 %6 47 € 29 54

Paso 5. El primer nimero primo después de 5 es 7; por tanto, a partir de su cuadrado, el 49 in-
clusive, se tachan los nameros 7 a 7, con lo que quedan suprimidos los multiplos de 7. En este
ejemplo tachamos Unicamente el nimero 49.

De acuerdo con el procedimiento seguido, los nimeros primos entre 1y 50 son:

2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47}

Para un intervalo mayor se siguen suprimiendo sucesivamente multiplos de 11, 13, etcétera,
hasta el limite indicado.




» Descomposicion de un nimero en sus factores primos

La descomposicion en factores de un nimero es una operacién de gran importancia
que consiste en expresar ese nimero como el producto de sus factores primos.

Para descomponer en factores primos un nimero determinado se divide el nu-
mero entre el menor de sus divisores primos; el cociente obtenido se divide también
entre su divisor primo menor, y asi sucesivamente hasta hallar un cociente que sea
namero primo. Es costumbre trazar una raya vertical de forma tal que en la parte
superior izquierda se coloca el nimero que se va a descomponer en factores y, a la
derecha, en la parte superior, el menor de sus factores primos; posteriormente, en
la columna de la izquierda se escriben debajo del nimero dado los cocientes obte-
nidos y en la columna derecha los minimos divisores primos de éstos.

Cabe aclarar que las caracteristicas de la divisibilidad permiten determinar en
cada caso los minimos divisores primos de cada cociente.

Descomp6n el nimero 8100 en sus factores primos.

Numeros primos

Solucién
e Como 8100 termina en cero, entonces es divisible entre 2 y entre 8100 2
5; luego, su menor divisor primo es 2 (8100 +~ 2 = 4050).
e Como 4050 termina en cero, entonces su minimo factor primo 4050 2
también es 2 (4050 = 2 = 2025). 2025 3
* La suma de los digitos del namero 2025 es 9; entonces, es divisible
entre 3 (2025 + 3 = 675). 675 3
* La suma de los digitos del nimero 675 es 18, el cual es un multiplo 225 3
de 3; asi, el minimo factor primo de 675 es 3 (675 + 3 = 225).
* La suma de los digitos del nimero 225 es 9; por consiguiente, su 75 3
minimo factor primo es 3 (225 + 3 = 75). 25 5
* La suma de los digitos del nimero 75 es 12, que es un multiplo
de 3; por ende, el minimo divisor o factor primo de 75 es 3 (75 5 5
+ 3 = 25). 1
e La ultima cifra de 25 es 5; por tanto, este nimero es su minimo
divisor o factor primo (25 + 5 = 5).
* El niimero 5 es un nimero primo. Por tanto, 8100 = 2* X 3* X 5%,
Entonces, la descomposicion de 8100 en factores primos es
8100 = 2° X 3* X 5
I. Descompon en factores primos los niimeros siguientes.
1. 378 2. 525
2X3 X7 3X5°X7
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3. 198 6. 756

2 X 32X 11 22X 3 X7
4. 700 7. 750

22X 52X 7 2X3X%X5°
5. 240 8. 630

2fx3x%x5 2X3¥X5X7

Maximo comun divisor

El maximo comun divisor de dos o mas nimeros es el mayor namero que es divi-
sor de todos ellos, es decir, el mayor namero que divide exactamente a cada uno
de ellos y se designa por la sigla mcp. También recibe el nombre de mdximo factor
comun.

Para hallar el mcp de dos o mas nimeros, éstos se descomponen en sus factores
primos y se determina el producto de los factores comunes afectados con sus expo-
nentes menores. Ese producto es el mcp buscado.

Encuentra el maximo comun divisor de los numeros
a. 120 b. 224 c. 500.

Solucion

Descompongamos en factores primos los nimeros indicados.



a. 120 2

60
30
15

W W NN

120 =2*X3 X5

b. 224 2

112
56
28
14

NN NN

224 =2° X 7

Maximo comun divisor

500 2
250 2
125 5
25 5
5 5
1
500 = 2> X 5°

De acuerdo con las descomposiciones en factores primos, el tnico factor primo comun a los tres
productos es 2 y la minima potencia de éste es 2. Por consiguiente:

Mcp (120, 224, 500) = 2° = 4

Encuentra el mcp de los nimeros

a. 96

Solucion
a. 96 2

48
24
12

(SUREEE SHEEN S S Y

96 =2°X 3

b. 160 c. 256.

b. 160 2

80
40
20
10

Wi NN

160 =2° X 5

256 2

128
64
32
16

NN NN DNDNDN

8
4
2

1

256 = 2°

De acuerdo con las descomposiciones en factores primos, el mcp es el nimero que resulta del

producto 2, es decir, 32.

r Algoritmo de Euclides

McD (96, 160, 256) = 32

Otra técnica para hallar el mcp de dos enteros consiste en utilizar el algoritmo de
la division. Esta técnica o método se llama algoritmo de Euclides y consiste en lo

siguiente:

Para hallar el mcp de dos enteros @ y b, con b mayor que a, se siguen estos pasos:

1. Se divide b entre a. Si el residuo es cero, entonces el mcp de a y b es a.

2. Si el residuo () de b +~ a no es cero, se divide a entre r. Si el nuevo residuo
es cero, entonces 7 es el Mmcp de a y b; en caso de no ser asi, se repite el pro-
ceso hasta obtener un cociente exacto; es decir, que el residuo sea cero y el
divisor de dicha divisién es el mcp de a y b.
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Utiliza el algoritmo de Euclides para obtener el maximo comun divisor (Mcp) de los nimeros 624
y 936.

Solucion

1
6241936

312

Como el residuo es diferente de cero, dividimos a continuacion 624 entre 312

2
3121624
000

Como el residuo es cero, entonces el divisor 312 es el mcp de 624 y 936. Lo representamos asi:

McD (624, 936) = 312

Para hallar el mcp de tres o mas nameros, puede encontrarse por pares. Por ejemplo,
sielMmcp deay besd,yeldecydes x, entonces el mcp de a, by ¢ es x.

Halla el mcp de 84, 126, 210 utilizando el algoritmo de Euclides.

Solucién
Hallemos primero el mcp de 84 y 120.

Solucién
1 2
84[126  42[84
42 00
luego, el mcp de 84 y 126 es 42, es decir
McD (84, 126) = 42

Hallemos a continuacién el mcp de 42 y 210
5
421210
00
Por consiguiente, el mcp de 42 y de 210 es 42 y, por tanto

MmcD (84, 126, 210) = 42

» Primos relativos

Cabe precisar que si el mcp de dos nimeros es uno, entonces dichos nimeros son
primos relativos entre si; por ejemplo, 3y 5,4y 9, etcétera.

1. Halla el maximo comun divisor de los niimeros que se indican.

1. 24y 30. 2. 36 y 45.




Maximo comun divisor

3. 30, 42 y 54. 7. 945 y 975 (utiliza el algoritmo de Euclides).
6 15

4. 32 y 40. 8. 240 y 252 (utiliza el algoritmo de Euclides).
8 12

5. 75 y 100. 9. 15 y 30 (por inspeccion).
25 15

6. 144 y 520 (utiliza el algoritmo de Euclides). | 10. 6, 12 y 18 (por inspeccion).
8 6

I1. Resuelve los problemas siguientes.

11. ¢Cual es la mayor longitud que debe tener una regla para que pueda medir exactamente

las dimensiones del prisma siguiente?

a. 3 cm
b. 5 cm
c. 4 cm
d. 6 cm

75 cm

60 cm

80 cm
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12. Una persona camina un nimero exacto de pasos recorriendo 464, 8120 y 870 cm. ;Cual es
la mayor longitud posible de cada paso?

a. 56 cm
b. 60 cm
c. 58 cm
d. 62 cm

c. 58 cm

13. ¢Cual es la mayor longitud de una regla que permita medir exactamente las dimensiones
del rectangulo siguiente?

a. 105 cm
b. 75 cm
c. 115 cm
d. 95 cm

315 cm

525 cm

c. 115 cm

Minimo comdn multiplo

El minimo comun multiplo (Mmcm) de dos o mas nimeros es el menor de todos los
multiplos comunes a todos ellos. Por ejemplo, el minimo comun multiplo de 4, 5y
8 es el numero 40, lo que se representa como mcum (4, 5, 8) = 40.

Para determinar el minimo comuin multiplo de dos o mas nimeros primero hay
que descomponer éstos en factores primos. El nimero que resulta del producto de
todos los factores primos obtenidos afectados por su maxima potencia es el mcm.

Ejemplo 9 Determina el minimo comun multiplo de los nameros 8, 10 y 12.

Solucion

Descompongamos los nimeros en sus factores primos.

8 2 10 2 12 2
4 2 5 5 6 2
2 2 1 3 3
1 1

8 =2° 10=2X5 12=22X3



Minimo comun mudltiplo

Los factores primos que aparecen en las descomposiciones anteriores son 2, 3 y 5, cuyas maximas
potencias son 3, 1 y 1, respectivamente. El minimo comun multiplo buscado es el nimero que
resulta del producto 2° X 3 X 5, es decir, 120, y lo expresamos as:

Mcu (8, 10, 12) = 120

Determina el minimo comtn multiplo de los nimeros 28, 49 y 84.

Solucion

Descompongamos en sus factores primos los nimeros indicados.

28 2 49 7 84 2
14 2 7 7 42 2
7 7 1 21 3
1 7 7
1
28 =22 X 7 49 = 7? 84 =22X3X7

Los factores primos que aparecen son 2, 3 y 7, y sus maximas potencias son 2, 1 y 2, respectiva-
mente; por tanto:

McM (28, 49, 84) = 22 X 3 X 7% = 588

1. Encuentra el minimo comuin miiltiplo de los niimeros indicados.

1. 64, 96 y 108. 3. 3,18y 36.

1728 36

2.7,14y 21. 4. 15, 21 y 42.

42 210
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5. 96y 126. 8. 16, 20 y 24.

2016 240
6. 36 y 96. 9. 84 y 120.

288 840
7. 24, 60 y 80. 10. 124 y 160.

240 4960

I1. Resuelve los problemas siguientes.

11. Una persona tiene que ir de Monterrey a Cadereyta cada cuatro dias. Después tiene que ir
de Monterrey a Escobedo cada cinco dias y, finalmente, de Monterrey a Santa Catarina cada
ocho dias. ;Cuantos dias deben transcurrir para que vaya a las tres ciudades el mismo dia,
si hoy estuvo en cada una de ellas?

40 dias




Evaluacion 109

12. Se colocan marcas azules, rosas y verdes en el piso cada 20, 25 y 30 cm, respectivamente.
Si se colocan todas las marcas juntas al principio, ¢a qué distancia vuelven a coincidir?

3 m

13. ¢Cual es la cantidad minima de dinero que se requiere para comprar un nimero exacto de
libros cuyo precio unitario es de $8, $10, $12 y $25, respectivamente?

$600

L. Aplica las caracteristicas de la divisibilidad para resolver los ejercicios 1 a 4.

1. El nimero 7680 es divisible entre: 3. Determina la suma de los valores absolutos
que puede tomar la cifra x, para que el na-
mero 75x38 sea multiplo de 6.

a. Unicamente 2

b. Unicamente 3

¢. Unicamente 5 a. 12
d2ys b. 10
e.2,3y5 c. 14
d. 8
e. 11
2. El namero 27 016 es divisible entre: 4. Determina la suma de los valores absolutos

que puede tomar la cifra »n, para que el na-
mero 74n6 sea miltiplo de 4.

a. Unicamente 2
b. Unicamente 4

c. 9 a. 34
d. Unicamente 2 y 4 b. 25
e. 2,4y11 c. 32

d. 29

e. 30
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II. En los ejercicios 5 y 6, determina el mdximo comuin divisor (mcp) de los niimeros que se indi-
can.

5. 90,72y 54
a. 20
b. 25
c. 12
d. 40
e. 18

e. 18

6. 12,18 y 30

a. 6

II1. En los ejercicios 7 a 9, halla el minimo comiin multiplo (mcm) de los niimeros que se indican.

7. 24,27y 36
a. 216
b. 240
c. 346
d. 236
e. 205

a. 216

8. 14,40 y 56
a. 210
b. 280
c. 320
d. 560
e. 380

b. 280




Evaluacion

(S

, 18y 36
18

72

108

96

36

S A0 &8

e. 36

IV. Resuelve los problemas siguientes.

10. Roberto camina un nimero exacto de pasos andando 425, 800 y 950 centimetros (cm).

¢Cual es la mayor longitud posible de cada paso?
a. 35 cm
b. 75 cm
¢. 50 cm
d. 25 cm

c. 50 cm

11.

La catedral de la ciudad de Zacatecas tiene tres campanas. La mayor suena cada hora, la
mediana cada 50 minutos y la mas pequena cada 40 minutos. Si a las 6:00 de la mafana
suenan todas a la vez, ;a qué hora volvera a coincidir el sonido de las tres campanas?

a. 15:00
b. 14:00
c. 16:00
d. 17:00







Un ndmero racional es el que puede expresarse como el cociente de dos
enteros; por ejemplo, 2, 4, 6 etcétera. Cabe precisar que todo nimero entero
es un numero racional, ya que puede expresarse como el cociente de dicho
nimero entre uno; por ejemplo, 7 = 1.

Numeros racionales

Si m y n son dos nimeros enteros, el conjunto de los nimeros racionales
representados por el simbolo Q se define como sigue:

Q= {ﬂ, donde n # 0}
n

» Interpretacion de un numero racional

Podemos dar a cada nimero racional los significados o interpretaciones si-
guientes:

e La interpretacion de division.

e La interpretacion de fraccion o particion.
* La interpretacion de razon.

* La interpretacion de porcentaje.

En la figura 1 se muestra un diagrama que presenta las ideas asociadas
con las interpretaciones que pueden darse a un nimero racional.

Numeros
racionales

Fracciones
Simplificacion de fracciones

Operaciones con nimeros
racionales

Multiplicacion de fracciones
Divisién de fracciones

Expresion de una fraccion en
forma de nimero decimal
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m
—, conn # 0ymy n enteros.
n

!

, , |

Division:

=m-+n

Particion o fraccion: Razoén: Porcentaje:
La magnitud m de n Comparacion de partes % = (m + n)100
partes iguales iguales, m es a n, lo que

se denota conm: n

Figura 1. Interpretaciones que pueden darse a un nimero racional.

Fracciones

Definamos a continuacién algunos conceptos relacionados con las fracciones.

Cuando se da al nimero racional % una interpretacion de fraccién, el namero
m recibe el nombre de numerador y n el de denominador. Como hemos senalado
al suponer esta interpretacion, % significa m partes de n partes iguales; asi, por
ejemplo:

[ ]
NI

significa cinco partes de dos partes iguales y se lee “cinco medios”.

significa una parte de tres partes iguales y se lee “un tercio”.
Yy

L]
ENSISY

significa dos partes de cuatro partes iguales y se lee “dos cuartos”.

» Fracciones propias e impropias

Cuando el numerador de una fracciéon es menor que el denominador decimos que
se trata de una fraccion propia; por ejemplo, %.
En cambio, una fraccién impropia es aquella en la que el numerador es mayor

o igual que el denominador; por ejemplo, £, 4, 3 etcétera.

» Ndmero mixto

Un numero mixto es el que se compone de un entero y una fraccion; por ejemplo,
12, 4§ etcétera. El nimero 47 se lee “cuatro enteros y cinco sextos” y significa lo
siguiente

42=4+

ol
|

» Expresion de un ndmero mixto en forma de fraccion
Todo nimero mixto puede expresarse en forma de fraccion impropia aplicando esta
regla:

m __kn+m

— =———, donde n, m y k son enteros y n # 0
n n

Expresa el nimero mixto 23 en forma de fraccion.

Solucion

25 — 2(3)+5 __ 6+15 __ 11

3 3 3 3



Fracciones

Asimismo, una fraccién impropia puede expresarse como un nimero mixto si
se aplica la regla siguiente:
m r
— =C— donde m, n, Cy r son enteros.
n n
Cabe precisar que C es el cociente que resulta al dividir m entre n y r es el
residuo.

Expresa la fraccion impropia £ como un ndmero mixto.

Solucion
8—>¢

ne«3[26—m; luego: £ =82
27

» Fracciones homogéneas y fracciones heterogéneas

Dos o mas fracciones son homogéneas si tienen el mismo denominador, como en
los ejemplos siguientes

[V
oy
=
BN
2=

2
o s X xaeer
Por su parte, dos o mas fracciones son heterogéneas si todas tienen diferentes
denominadores; por ejemplo

2 3
55 10>

2=

2
b 2.x )
r Fracciones equivalentes

Decimos que las fracciones 2y 4 con n y b diferentes de cero (es decir, ny b # 0)
son equivalentes cuando representan el mismo numero, lo cual se cumple si y s6lo
si mb = an.

a. Determina si las fracciones 2 y 1¢ son equivalentes.

Solucién
2(24) = 48
3(16) = 48
48 = 48

Por tanto, estas fracciones si son equivalentes

b. Determina si las fracciones Z y 2 son equivalentes.

Solucién
7(20) = 140
4(34) = 136
140 # 136

Luego, estas fracciones no son equivalentes.

c. Escribe tres fracciones equivalentes a 4.
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Solucién
Si el numerador y el denominador de una fraccion se multiplican por un mismo nimero en-

tero diferente de cero, se obtiene otra fraccion equivalente a ella; por ejemplo, £ = %(%) =L,

2 — 6
O sea 3 = 3.

En general, las fracciones 2 y %2 son equivalentes si k es un entero diferente de cero.

Lo anterior es valido, ya que todo nimero multiplicado por 1 es igual a si mismo, y £ =1
sik# 0.

De acuerdo con lo anterior, tenemos que

Entonces, &, 12 y 1 son equivalentes a 4 e igualmente entre si. Siguiendo el mismo mé-
todo podemos hallar un conjunto infinito de fracciones equivalentes a cualquier fraccion.

1. Escribe los niimeros mixtos siguientes como fracciones impropias (relaciona correctamente las
columnas).

3 43
1. 42 ==
5() a2
22
3 b 22
2. 82
4() 9
635
3 "4
3.62 ()
5
d.377
4.5%()
18
e. —
. 7
5.1= ()
2 3
f'z
4
6. 2- () 23
7 =
7.21= () p 27
)
8. 2% () i 33



Fracciones

I1. Escribe las siguientes fracciones impropias como un niimero mixto (relaciona correctamente
las columnas).

21 1
9. 22 o 12=
> ) a 3
2
b, 142
10. 8 3
5 3
C. 6;
23
1. 22 ()
3 4 111
12. 20 ) e. 4
4 3
£ 92
17 5
13. = ) 3
g. 72
44
14. == () p. 121
3 2
1
| 4=
15. 47 %%
7
J- 10—
2
16. 7? () Y 52
. 3%
5
23 1
17. 2 1
> (D) L 144
m 7E
18. 2 () '3
6 5
57
19. — () 2
4 .92
> 75
31 5
20. 2= .42
: O P35

III. Determina en cudl de las siguientes listas los niimeros estan ordenados de menor a mayor.

M.oa 2 3 T 4 2.4 1 5 42
9’ 5" 13" 7 9’ 91’ 57 29

p 2 5 7 4 p 1 75 23 4
579713 7 9791 297 5
137975 7 97297 917 5

g 1 5 43 g 12 475
13°° 97 77 5 9’ 29" 5’ 91
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IV. Resuelve los ejercicios siguientes.

. ) . . 4
23. Determina cual de estas fracciones es equivalente a 5

28
a. —
35
p, 24
30
56
c. —
70
48
d =
60

e. Todas son equivalentes

24. Determina cual de las expresiones racionales siguientes es una fraccion equivalente a E2

48
a. —
112
p B
105
24
c. —
58
d.ayb

25. Determina cual de estas fracciones equivale a 2

18
a. —
42
b 90
117
. 20
" 36
15
d =
26

. . . . - .. . 3
26. Determina cual de las expresiones racionales siguientes es una fraccion equivalente a —.
2

a. —




Simplificacion de fracciones

. p . . . 7
27. Determina cual de estas expresiones racionales equivale a re

ﬂ 8_4
" 96
49
b, =2
64
35
c. —
42
4 9
74

Simplificacion de fracciones

Un numero racional expresado en forma de fraccién esta en forma reducida o sim-
plificada si el maximo comun divisor (Mcp) de su numerador y denominador es 1.
La simplificacién o reduccion de fracciones es una de las operaciones matema-
ticas mas importantes y fundamentalmente hay dos métodos para realizarla.
El primero consiste en descomponer en factores primos el numerador y el
denominador de la fraccién que se va a simplificar y a continuacién cancelar los
factores comunes a ambos utilizando esta ley de los exponentes:

TV osixa >y

X
ay

X
a .
—=a’=1 six=y
ay
dx

— 1 : <
=— six <y

Reduce (simplifica) la fraccion L.

Solucién
Descompongamos los nimeros 144 y 540 en sus factores primos.

2 2 2 2 3 3
144 72 36 18 9

= 144 = 2'(3)*

2 2 3 3 3 5
540 270 135 45 15 5 1

= 540 = 2’(3)’5

De acuerdo con lo anterior, tenemos

50 T 2Gy6G) 3 3 15
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El segundo método para reducir fracciones se basa en hallar el mcp de dos en-
teros utilizando el algoritmo de Euclides. La forma reducida de la fraccion 2 se
reconoce facilmente cuando obtenemos 2 = 44 donde d es el mcp de m y n, o sea,
la expresion reducida 2 es 4

Simplifica la fraccién 225 utilizando el algoritmo de Euclides.

Solucion
1
25203150 — 630 252
0630

Como el residuo de la dltima divisién es cero, entonces 630 es el mcp de 3150 y 2520.

De acuerdo con lo anterior, tenemos

230 =5=3150=630(5)
22 =4=2520=630(4)

Por consiguiente

La expresion reducida o simplificada de 353 es 7

Es recomendable emplear el segundo método (ilustrado en el ejemplo anterior)
para simplificar fracciones en las que el numerador y el denominador son nimeros
relativamente grandes.

L. Simplifica las fracciones siguientes (escribe en el paréntesis el inciso que contiene la respuesta
correcta en cada caso).

60 9% 270
1L O 2 2 () .0 O
s, S0 5. 72 () 6. 220 ()

135 144 36




Operaciones con nimeros racionales

98 125 126
7. — 8. — 9. —
56 ) 750 ¢ 84 )
a. 1 b. 1 c é d. Z e. 2
6 2 9 4 5
5 11 10 11 3
R — h. — — . =
S 6 8 3 ! J 2
k. E ) é m. 2
3 9 4

Operaciones con numeros racionales

Como recordaras, con las fracciones es posible realizar las operaciones aritméticas
basicas: suma, resta, multiplicacion y division. En las secciones siguientes se explica
como hacerlo, se dan ejemplos para que lo comprendas cabalmente y se proponen
ejercicios para que practiques lo aprendido.

r Suma de fracciones

En la suma de fracciones pueden presentarse dos casos: que éstas sean homogéneas
o que sean heterogéneas.

Suma de fracciones homogéneas
Cuando las fracciones son homogéneas, la suma de éstas es otra fracciéon que tiene
como numerador la suma de cada una de las fracciones y como denominador el
comun a todas ellas. Por ejemplo

34+ 4 =304r7 4 6 _ 6= _
$teti=—F—=4% o Tttt =6 =w o =3
En general
a b  c k at+tb+tct -tk
n n n n n

Suma de fracciones heterogéneas

Para sumar fracciones de distinto denominador primero hay que transformarlas de
manera tal que quedan expresadas como fracciones homogéneas y a continuacion
aplicar la regla de la suma de fracciones homogéneas antes mencionada.

De la naturaleza del comuin denominador de las fracciones homogéneas se de-
duce que éste debe contener a todos los denominadores, lo que significa que debe
ser un multiplo comun de todos ellos. Obviamente, para facilitar las operaciones se
busca que el multiplo comin sea el menor, al cual le llamaremos minimo comiin
denominador.
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122 Capitulo 5 Numeros racionales

Minimo comiin denominador

El minimo comun denominador de dos o mas denominadores es el minimo co-
mun multiplo de todos ellos.

Para efectuar la suma de fracciones no homogéneas se siguen estos pasos:

1. Simplifica las fracciones que se van a sumar, en caso de ser posible.

2. Halla el minimo comuin denominador.

3. Divide el minimo comuin denominador entre cada denominador. El cociente
obtenido se multiplica por el numerador respectivo.

4. La suma de las fracciones es otra que tiene como numerador la suma de los
productos obtenidos en el paso 3 y como denominador el obtenido en el
paso 2.

5. Simplifica, en caso de ser necesario, la fraccion que resulte de la suma.

Ejemplo 6 Efectda la suma de fracciones siguientes:

a. > + u + 3
4 8 20
Solucion

Paso 1. Se simplifican las fracciones que van a sumarse; en este caso las tres fracciones son
irreducibles.

Paso 2. Descompongamos ahora en sus factores primos 4, 8 y 5 para hallar el minimo co-
mun denominador.

4 2 8 2 10 2
2 2 4 2 5 5
1 2 2 1

1
4 = 2% 8 =2° 10 = 2(5)

De acuerdo con lo anterior, el minimo comiin denominador es 2°(5) = 40, de donde

0 40 40 4

L4 4= ()3+(9)7+(2)3 _30+35+6 _ 7t

ENY
o~
!
3

Como 71 y 40 no tienen factores comunes, la fracciéon % es irreductible, es decir, esta
simplificada.

—
=

+U 4

b.

o
=

1

™)

Solucion

Observa que 12 es multiplo de 3 y 6; por consiguiente, el minimo comin denominador de
3,12y 6 es 12.

.

= =21

12 12 12

+ 11 + % — (%)2+(%)11+(%)1 _ 8+11+2

o
~
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Facilmente observamos que 21 y 12 son divisibles entre 3, por tanto

N

i

|

™

=

|

[

I

[~

,ﬂ
N
=
Iy
2
N

[51\)
+
==
=
+
e
I
ENN

L. Efectiia las sumas indicadas y simplifica (relaciona correctamente las columnas).

1+35 3,5 1 3 5

1
242 2. 24242 3. 2o 412+ 2>
12 12 12 ) 4 2 8 ) 8 16 12 €
7 3 1 7 5 1 3 s
4. L4242 5, L4242 6. 2 +3>=
5 2 4 ) 12 6 3 ¢ 8 312 €
5 5 4 2 1 1 3
7. 242 g. 242 9. L1 1.3
2 ¢ -t O 375710 O
1 9 3 2 3 4 7
10. 14+24 1. 24244 122 242, 7
st O i 3 ) 575 0 O
5 7 5 6 01 5
2 b L o2 d 2 2 2
T 4 “% 7 Y I3
3 34 63 179 27 i
R p 2  » 12 k2L I
&y 35 " %0 T 48 s >
10
ﬂ zi 0. 51 _7 q 51

20 10 7 p 21 20
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I1. Resuelve los problemas siguientes.

13. Carlos compra acciones de la compaiiia Yale s.a. de c.v. a $75% cada una. Si el valor de cada
accion aumenta $22, scudl es el valor actual de cada una de ellas?

a.$@
8

b $52
8

c. $@
8

a $%%7
8

a. $@
8

14. Calcula el perimetro del rectangulo de la figura siguiente.

a %cm ] ]

b. %cm —| |_

138 L=9%cm
—Ccm

a=43cm

d. 13—7cm
5

15. Halla la distancia que recorre Chalo en tres dias, si camina 43 kilémetros (km) durante el
primer dia, 32 el segundo y 32 el tercero.

95

a. km
8
b. ﬁ km
8
C. ﬂ km
4
d. ﬁ km
4
a 9—5 km
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» Resta de fracciones

Igual que la suma de fracciones, en la resta se presentan dos casos: resta de frac-
ciones homogéneas y resta de fracciones heterogéneas. En seguida se explica el
primer caso.

Resta de fracciones homogéneas

La resta de la fraccién £ de su fraccién homogénea 2 esta dada por £ es decir:
n n n

Resta & de 1% Ejemplo 7

Solucion

=
NS

Resta de fracciones heterogéneas

Para efectuar restas de fracciones heterogéneas se procede en forma aniloga que en la suma.
Efectia las restas indicadas y simplifica.

|
[N] Y

|
VTS

Ejemplo 8

Solucion

Como ahora sabes, 2 y 5 son nimeros primos; por consiguiente, su minimo comin multiplo
es su producto, o sea 10, de donde:

b i

Sk

Solucion

En este caso, 10 es divisible por 5; luego, el minimo comuin denominador de 5y 10 es 10,
de forma que
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Ejercicios 4

L. Efectiia las restas indicadas y simplifica.

E_E é—z 7.Rest322de 32.
9 15 5 3 16 48
a. 0 2 7
a. E a. lﬂ
b L
15 b. 1 b. 1i
1 15 48
c. —
3 C. l C. ].i
1 3 24
d. =
5 d. 4 d. 1i
15 48
47
e. —
4 5 48 1
b, — a. — c. 1—
15 15 24
E_i é—i 8.Rest212E deSi.
3 18 8 12 3 12
a. é a. l a. 6E
9 24 3
b. 1 b. = b. 61
3 12 12
c. i C. l C. 6l
19 4 3
d. 2 d. 3 d. 6l
3 8 6
e. 6i
12
4 7 1
a. — a. — e. 6_
9 24 12
128 E—g 9. Resta 27i de 431.
15 25 10 15 14 6
a. E a. l a. 151—7
25 3 21
b. 14 b. 1 b. 15l
25 5 3
C. l C. l C. 15E
15 6 21
d. 12 d. 2 d. 152
25 15 7
1
. 15—
T
5 E C. l a. 151—7
25 6 21




Multiplicacién de fracciones

Multiplicacion de fracciones

El producto de dos fracciones es otra fraccion cuyo numerador es el producto de
sus respectivos numeradores y cuyo denominador es también el producto de sus
respectivos denominadores, es decir

2~£=£,d0ndebyd7ﬁ0
b d bd

Cabe senalar que el resultado debe escribirse en forma simplificada.

Efectia la siguiente multiplicacién de fracciones y simplifica.
7 X
Solucién

14 12X 14 168

Utilicemos el algoritmo de Euclides para simplificar la fraccion 2.

3
561|168
00
De acuerdo con la divisién anterior, Mcp(56, 168) = 56; luego

s6 _ (56+56) _ 4

168 168 = 56) 3

1. Efectiia las multiplicaciones de fracciones siguientes (escribe en el paréntesis el inciso que con-
tiene la respuesta correcta en cada caso).

4 3 12 30

1. —X= 2. —X=—
15 8 ) 16 18 )

3. (2%)@)(5) ) a. (6%)@)(5) ()
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3 8 7 8 16 _ 6

5. = X— 6. — X — 7. —X—
4 9 ) 10 21 ) 20 8 )

a.é b.é c.E d.E e 4 fi
3 5 3 3 15 4
1 3 1

. h. = . 22— . 24— k. 8—
£ 10 5 ' 12

I1. Resuelve los ejercicios siguientes (elige la opcion correcta).

8. Una persona camina a razén de 12 kiléme-

tros (km) por hora durante 2¢ horas. ;Qué
distancia recorrié durante este tiempo?

a. 4 km
b. 15 km

c. 4% km

d. 3% km

10. Calcula el area del cuadrado siguiente.

a. 4 km
Calcula el area del rectangulo de la figura
siguiente.
a. 96 cm’
2
b. 110 cm 62 cm
c 650 cm?
"6
d. 338 cm’ 164 cm
3
b. 110 cm®

11.

o 110
© 16

b. 1 m’

4
o123

© 16

d. 121 m’ L=2im

16

121
d. — m’
16

Calcula el volumen del cubo de la figura
siguiente.
a. e m’

8
b. 135 m’

8

15
c. — m

6

21 m

4 12

8

a 12




Division de fracciones

12. Calcula el volumen del prisma de la figura siguiente.

a.2m5
8
1
b. — m’
4 1im
1
c. —m’
16 %m
3 2m
d = m’
8

d.

@ |
=i

13. En la figura siguiente se muestra el corte transversal de un tubo. Si el didmetro exterior
mide 9% cm vy el interior 53 c¢m, calcula el area de la regiéon sombreada.

r--5%cm---
1 1

a. 157 cm?
b. 177 cm?
¢. 147 cm?

d. 167 cm?

a. 157 cm?

14. Un semicirculo se levanta sobre un rectingulo como se muestra en la figura siguiente. Calcula
el area total de la superficie.

a. 119.16 cm?
b. 64.74 cm?

c. 114.0 cm? 41 cm

d. 118.21 cm?

Division de fracciones

Para dividir una fraccién entre otra, la fraccion dividendo se multiplica por el inver-
so multiplicativo de la fraccion divisor; es decir

m _ a m b _mb )
— =+ 5 =—+—=—/donde n, by a son diferentes de cero
n n a na

Haz las divisiones de fracciones indicadas y simplifica el resultado.

a.

(-1
aln

129
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130 Capitulo 5 Nameros racionales

Solucién
i—i—ﬁxg—4X6 (24*3)_&
9 69 57 9X5 " (45+3) 15
45— 8
976 15
8 -
b. %+ 4
Soluciéon
8 - 4 —8 1.8 _— (8+4) 2
3 4_§XZ_3(4)_(12_+4)_§
8 4 =2
3 4 3

Ejercicios 6

1. Haz estas divisiones de fracciones (escribe en el paréntesis el inciso que contiene la respuesta
correcta en cada caso).

5 3 3 8 s
;5.3 2 33 3, 8.2
¢4 ) 34 5 () o 12 )
18 3 3 16
4 — = = 5. 6=+ = 6. — +8
53 3 ) 272 ) > )
1 2 1 3
7. 32.2 8. 8~ 62
32 5 ) 4 )
32 b. 2 e U a 2 e, 10
15 2 2 9
1 7 3 3 3
L 1L b > 8> 132
I & 157 4 koY J 135




Division de fracciones

I1. Resuelve los problemas de aplicacion de las fracciones siguientes.

9.

Se dispone de 60 litros de agua purificada. ;Cuantas botellas se pueden llenar si la capaci-
dad de cada una de ellas es de 2 de litro?

a. 102

b. 104

c. 100

d. 98

c. 100

10.

Un albaiil pinta una pared con una rapidez de 72 metros cuadrados (m*) por hora y otro
a razén de 62 m® por hora. ;Cuiantos metros cuadrados de superficie pintan entre los dos
en 24 horas?

a. 35Z m?
8

b. 35l m?
8

c. 351 m?
2

d. 352 m?
8

7 5
a. 358m

11.

Un caminante recorre 23 kilémetros (km) durante la primera hora, 33 durante la segunda
y 22 en la tercera. ;Cuantos kiléometros recorrié en las tres horas?

a. 8l km
30

b. 8i km

10

C. 81 km
2

d. 8— km

a. 81 km

30

131
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12.

Una persona gasta + de su sueldo en el pago de la renta de su vivienda, 2 en alimentos,
1 en otros gastos diversos y ahorra el resto. Si gana $21000.00 mensuales, ;cuanto ahorra
por ano?

a. $9000
b. $10200
c. $9400
d. $9600

d. $9600

13.

Un comerciante tiene una pieza de tela de 60 m y vende 2 al mediodia y después 7 del
resto. ;Cuantos metros de tela le quedan?

a. 12 m

b. 6m

c. 10 m

d 9m

d. 9m

14.

Un obrero gana $25.00 por hora. ;Cuanto debe cobrar si trabaja 142 horas?
a. $385
b. $365
c. $375
d. $390

b. $365

15.

Si un tronco de madera de 61 m de longitud se corta en cinco partes iguales, jcual es la
longitud de cada uno de los trozos?

a.1.20 m

b. llm
2




16.

Division de fracciones

Si un kilogramo de frijol cuesta $5.00, ;cudnto cuestan 73 kg?
a. $38.25
b. $36.00
c. $36.75
d. $36.50

d. $36.50

17. José gana $12 000.00 mensuales. Si el monto de sus gastos al mes asciende a 4 de su sala-

rio, scuanto ahorra al ano?
a. $32 400
b. $28 800
c. $28 100
d. $27 900

b. $28 800

18.

El costo unitario de una cerradura es de $60.00. Si se desea que la ganancia sea 2 de su
precio de compra, ¢cudl debe ser su precio de venta?

a. $84

b. $90

c. $80

d. $86

a. $84

19.

Si se embotellan 18 000 litros de tequila en botellas que tienen capacidad de 2 de litro,
¢cuantas botellas se llenan?

a) 26 000
b) 28 000
¢) 24 000
d) 30 000

c. $24000

20.

De un tambo de 404 litros de aceite se han vendido 282. ;Cuantos litros quedan?

5
C11= 1
4%

1121
3

s

11l 1
3

o

a. 11—
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134 Capitulo 5 Numeros racionales

Expresion de una fraccion en forma de numero decimal

De la interpretacion del nimero racional 2 como una division (m + n) tenemos que
puede expresarse como un numeral al efectuar tal operacion.

Al dividir m entre n pueden presentarse las dos situaciones siguientes respecto
al residuo.

Caso I. Que el residuo sea cero. En este caso el cociente obtenido es un nimero

decimal finito.
m Expresa como decimal la fraccién .
Solucién

1.75

=47

30

20
0

=175

Caso II. La otra situacién que puede presentarse es que la division no se acabe; es
decir, que el residuo nunca sea cero, pero en el cociente hay cierto grupo de cifras
consecutivas que se repiten en una sucesion infinita en el mismo orden.

W Expresa como numero decimal la fracciéon 2.

Solucion

De la operacién anterior tenemos que:

4 =0.1818... otambién £ =0.18,

donde los puntos y la barra indican que el grupo de cifras se repite infinitamente en ese orden.

El tipo de numerales como el del ejemplo anterior se llaman decimales perio-
dicos.

El periodo de un decimal infinito periédico es la cifra o grupo de cifras que se
repiten infinitamente. 3 - o

Asi, en el numeral periédico 0.6 el periodo es 6, en 0.45 es 45 y en 0.4125
es 125.

Si el periodo empieza en la cifra correspondiente a las décimas, entonces el
decimal periédico es puro y si no, entonces es mixto.

0.85 decimal periodico puro.

0.63 decimal periédico mixto.



Expresion de una fraccién en forma de nimero decimal

Del ejemplo anterior podemos inferir lo siguiente: el numeral correspondiente
al nimero racional 4 es un decimal finito o es un decimal periédico. La proposicién
inversa también es verdadera; es decir, todo nimero decimal finito y todo decimal
perioédico son nimeros racionales.

En contraparte, todo nimero decimal de infinitas cifras, pero que no se repiten
en el mismo orden, o sea, que no hay periodo, es un nimero irracional.

Todo nimero decimal infinito no periédico es un namero irracional.

Expresion de un namero decimal finito en forma de fraccion

Para hallar la fraccion equivalente a un nimero decimal finito se multiplica y divide
ese numero entre una potencia de base 10, cuyo exponente es igual al nimero de
cifras que se localizan a la derecha del punto decimal.

a. Expresa en forma de fracciéon el nimero 0.125.

Solucion

3

_ 0.125(10%) _ 12
0.125 = 21200 — 1

[
S

Al simplificar la fraccion anterior resulta:

125 _
1000

)=

[
15
S
S
®=

0.125

Otro método es el siguiente:

0.125 = & + 2 + 13
100 +20 +5
0.125 = —55—

0125=1%=1%

b. Expresa en forma de fraccion el nimero 0.55.

Solucién

— 0553101
0.55 e

— 0.55(100)
0.55 =5 —

— 55
0.55 = 1%

También:

— 5 5 _50+5 _ 55
055=% * 5 = o5 = 700

Al simplificar 755 resulta i luego:

0.55 =3

135
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Expresion de un nimero decimal peridodico en forma de fraccion

Consideremos primero el caso en que el periodo empieza en la cifra correspondien-
te a las décimas; por ejemplo, 0.6

Si x representa el nimero de cifras del periodo de un numeral periédico (72), en-
tonces el producto de 10*(r2) tiene el mismo periodo que 7; por ejemplo, si = 8.20,
entonces 10%(8.26) = 826.26.

Con base en lo anterior, la expresion 10"z — n representa un nimero entero;
por ejemplo, si n = 0.62, entonces tenemos que x = 2, luego:

10" — n = 10°(0.62) — 0.62
107 — n = 62.62 — 0.62
107 —n =062

Asimismo, observa que de acuerdo con la propiedad distributiva de la multipli-
cacion respecto a la resta tenemos que:

107 —n=n(10" — 1)
Al dividir ambos miembros de la igualdad anterior entre 10" — 1 resulta:

10°n — 10 —1
nTn_ s ) de donde obtenemos

10" —1 10° —1
10°n —n
n:—

10 —1

De acuerdo con lo anterior, la forma fraccionaria del nimero peridédico n se
. .z 1017 — ’ . .
determina por la expresion ———=, donde x es el nimero de cifras del periodo de n.
En nuestro ejemplo

102(0.62 - 0.62) __ 2

10* -1 99

Escribe en forma de fraccion los nimeros periddicos siguientes:

a. 0.8
Solucién
_ n(10*)—n — 1. .
==, donde x = 1; luego:
__08(10)-08 __ 88-08 _ g
n= 0-1 - 9 9
g =38
08 =7
b. 0.156
_ n(10")—n
n= "
_ 0.156(10°) —0.156 _ 156.156 —0.156 _ 156
- 10° -1 - 999 — 999
= 156
n = 3559

Simplifiquemos la fracciéon anterior utilizando el algoritmo de Euclides.

6 2 2 10
156[999 — 63[156 — 30[63 — 3[30
063 30 3 00



Expresion de una fraccién en forma de nimero decimal

luego, mcp (156, 199) = 3. Por consiguiente

999 (999 +3) 333

0.156 = 55 = 2

Veamos por medio de un ejemplo como hallar una fracciéon equivalente a un

ndmero periédico mixto.

Expresa 0.612 en forma de fraccion.

Solucién

Podemos reescribir el nimero anterior de esta forma:
0.612 = 0.6 + 0.012, de donde
0.612 = & + %42

Hallemos a continuacion la fraccion equivalente a 0.12

0.12(10%) — 0.12
10 —1

0.

—_

=y 12.12 - 0.12
0 99

—_
Il

12
99

e
—
!
Il

Al simplificar resulta

Regresando a la expresién 0.612 = & + %412 tenemos

de donde resulta:

De acuerdo con lo anterior

de donde resulta:

» Densidad de los nimeros racionales

Los nuimeros racionales tienen la propiedad de ser densos, lo cual consiste en lo

siguiente.

137
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Densidad de los niimeros racionales

Entre dos numeros racionales cualesquiera @ y b, donde a < b, siempre puede
encontrarse otro racional ¢ tal que sea mayor que @ pero menor que b.

Una forma de demostrar lo anterior es tomar la semisuma de a y b; es decir

a+b
C =
2
Halla un nimero racional entre £ y 7
Solucién
c=ir=%
1. Escribe las fracciones siguientes en forma decimal.
1.2 2.2 3.1
15 4 5
a. 0.65 a. 0.6 a. 0.2
b. 0.70 b. 0.65 b. 0.25
c. 0.6 ¢. 0.70 c. 0.22
d. 0.58 d. 0.75 d. 0.28
c. 0.6 d. 0.75 a. 0.2
a. 1 5. 2 6.
25 3 20
a. 0.40 a. 0.2 a. 0.35
b. 0.44 b. 0.7 b. 0.45
c. 0.48 c. 0.6 c. 0.38
d. 0.42 d. 0.63 d. 0.40
b. 0.44 c. 0.6 a. 0.35
I1. Escribe en forma de fraccion estos niimeros decimales.
7. 05 8.04 9. 0.42
2 3 9
a. — a. = a. —
5 8 20
b 2 b 2 b 2
7 5 50
5 3 3
c. = c. = c. =
9 7 8
.l o B B
2 d = > b = >0 b =
2 5 50




Expresion de una fraccién en forma de nimero decimal

10. 0.28 11. 0.75 12. 0.125
7 4 1
a. — a. — a. —
25 5 7
b 2 b 2 P
25 7 8
6 7 2
c. — c. — Cc. —
25 9 9
d L a2 al
24 4 6
7 a4 2 p L
25 "4 "8
13. 0.2 14. 0.6 15. 0.7
a i a E a l
11 "3 " 10
2
b. — b 2 b L
9 5 11
3
c. = c L c L
13 11 9
1
d. S a4 A
12 12
2 2 7
b = a. — Co =
9 3 9
16. 0.270 17. 0.450 18. 0.750
a L 2 22 a3
37 " 53 "4
3 5 25
b. — b, — b, =
11 11 33
e 2 50 250
: 7 c. — c. —
111 333
d. . 4 2
37 111 31
10 50 250
0 == C. —— C. ——
37 111 333
Actividad grupal
]

Forma equipo para realizar las actividades siguientes. Redacta un texto breve
donde tus comparieros y i expliquen como obtuvieron cada resultado.

1. Si el numerador y el denominador de la fraccién 2 son ambos disminuidos en
3, ¢en cuanto disminuye dicha fraccion?
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2. Si la unidad es el area de cada rectangulo de las figuras siguientes, expresa la
superficie sombreada como una fraccion.

3. El diametro de un circulo es 1 del radio de otro mayor. ;Cudntos circulos me-
nores caben en el mayor?

64
4. Calcula el volumen de la figura siguiente.
9
=cm
>
16
— cm
3
1\/
—cm
2 3 cm’

5.Sides {; de B,Bes £ de Cy Ces 1 de D, determina 4.

6. ;Qué parte del area del cuadrado mayor es la superficie del cuadrado som-
breado?

8 6
[ [l

25
49
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7. Si el radio del circulo mayor mide el doble que el del menor, ;qué parte del area del circulo
mayor es la superficie del circulo menor?

ENEY

8. Un pastel se corta de forma tal que cada vez que se toma una porcion, se quita una cuarta
parte de lo que queda. ;Qué fraccion del pastel original queda después de haber tomado
tres porciones?

27
64

9. Calcula el area de la region sombreada de la figura siguiente, donde @ = ancho, L = Largo.

— cm

4
cm cm| a=2§cm

LIS

1
— cm
3

1
L=4—cm
2

52 cm?

10. El triple de § mas la mitad de § es:

N
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Para reflexionar

En el libro El hombre que calculaba se incluye la historia de un padre que dejo
de herencia a sus hijos 35 camellos. Su voluntad, dispuesta en su testamento, era
que el hijo mayor recibiera la mitad, el segundo la tercera parte y el menor la
novena parte.

Como al mayor le correspondian 17 camellos y fraccion, al segundo 11 came-
llos y fraccion, y al tercero 3 camellos y fraccion, los tres hermanos discutieron,
sin ponerse de acuerdo para que alguno de ellos accediese a regalar un camello
a otro y poder efectuar asi la reparticion.

En ese momento lleg6 el hombre que calculaba y al enterarse de la situacion
les dio la solucion siguiente: les presté un camello y asi al mayor le correspon-
dieron 18 camellos, al segundo 12 y al menor 4.

1. En los ejercicios 1y 2, escribe cada niimero mixto como una fraccion impropia. (Elige la opcion

correcta.)
1.42 2. 102
5 7
11 50
a. — a. =
5 7
b. 8 b. 22
5 7
22 25
c. — c. 22
5 7
a 18 a2
5 7
c 22 d. ©
5 7

I1. Escribe la fraccion impropia siguiente como niimero mixto. (Elige la opcion correcta.)

46
T4

3
a. 12é

2

b. 11—

1
c. 11—
2

d. 13—

@, 11l
2
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II1. Simplifica la fraccion siguiente. (Elige la opcion correcta.)

) 20
168

a.

W W N NN R |

IV. Realiza las operaciones y simplifica. (Elige la opcion correcta.)

5. L7 4
55 5

WY Nk N W V‘|§

. 7><10
15 21

OIN ole W Oln W=

O | b
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7. L. 14
5 5
1
a. —
10
b 2
5
3
c. —
5
d >
10
4
e. —
2
1
a. —
10

V. Halla el niimero decimal que corresponda a la fraccion. (Elige la opcion correcta.)
25
" 36
a. 1.44
b. 0.694
c. 0.694
d. 0.58

8

c. 0.694

VI. Halla el niimero fraccionario que corresponde al niimero decimal. (Elige la opcion correcta.)

9. 0.6

a.

b.

VN ESSEEN R IVRSSH I SIS N §)

10. 0.45

Gl Ble lu el

o)
|
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11. 0.3

1
a. —
3
b 2
=
4
c. —
11
a2
11

1

a. —

3
12. 054
4
a. —
=
b L
13
6
c. —
11
d L
12

6

c. —

11

VII. Resuelve los problemas siguientes. (Elige la opcion correcta.)

13. Calcula el perimetro del triangulo de la | 14. El sefior Lopez compré una camioneta
figura siguiente. en $40 000.00 y quiere venderla a un
1 precio del que pueda obtener 2 de ga-
a. 8- m nancia de su precio original d
> p ginal de compra.
3 ¢En cuanto debe vender la camioneta?
b. 8— m
4 a. $58 000.00
1
c 81 m b. $60 000.00
8 c. $54 000.00
477 m d. $56 000.00
8
e. $50 000.00
3
d 7= m
4
1Z m 22 m
8 4
1 1
35 m c. 8§ m d. $56 000.00
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15. ;Cudntas botellas de 2 de litro se llenan con 1800 litros de agua?
a. 3000
b. 2800
c. 3200
d. 3100

a. 3000

16. ;Qué cantidad corresponde a £ de 370?
a. 300
b. 315
c. 296
d. 290

c. 296

17. Durante una carrera, en un momento dado Roberto lleva 2 del recorrido total y David 3.
¢Quién va ganando?

a. Roberto
b. David

¢. Van empatados

b. David

18. De una pieza de tela de 60 metros (m), un comerciante vende 602 m. ;Cudntos metros de
tela le quedan?

a. 19% m

3
b. 19=m
5

3
. 19—
c 910m

1
d. 19— m
5

b. 19=m




Terminologia algebraica

La diferencia fundamental entre el algebra y la aritmética es que para efectuar
sus operaciones esta ultima utiliza ndmeros concretos, mientras que en alge-
bra se usan, ademas de nimeros concretos, las letras del alfabeto para repre-
sentar cantidades (nimeros) conocidas o desconocidas; es decir, los simbolos
que utiliza el dlgebra para representar cantidades son los niimeros concretos
y las letras del alfabeto.

Por lo demas, las operaciones algebraicas son las mismas que las de la arit-
mética:

e Suma

* Resta

* Multiplicacién
e Division

e Potenciaciéon
e Radicacion

Las operaciones anteriores estan sujetas a propiedades, las cuales hemos
explicado en términos generales en el capitulo 3.
Por otra parte, la estructura del algebra consta de:

¢ Un conjunto de simbolos que representan nimeros complejos.
e Las operaciones algebraicas mencionadas anteriormente.
¢ Las propiedades de esas operaciones.

Un proceso matematico es algebraico si contiene una o varias de las ope-
raciones de adicion, sustraccion, multiplicacion, division, potenciacion y radi-
cacion, y ademas utiliza los nimeros concretos y las literales del alfabeto que
representan nimeros complejos.

Operaciones
con
polinomios

Terminologia algebraica
Lenguaje algebraico
Términos semejantes
Operaciones con polinomios

Evaluacion de expresiones
algebraicas
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» Expresion algebraica

Cualquier expresion que indica una o varias de las operaciones algebraicas se llama
expresion algebraica; por ejemplo:

a.3a+y d. \6x? g 7x—6
b. 5x e. (497 bh. x> — 6x + 8
c. 3 — 5m —— i 2x—5) &+ 3)

La expresion algebraica mas sencilla es aquella en la que intervienen niimeros o
letras por medio de cualquier operacion algebraica, excepto la suma y la resta; por
ejemplo, 5x, 3ab, 5x7, %\/S_x , etcétera. Cada una de este tipo de expresiones recibe
el nombre de término algebraico.

Término algebraico

Un término algebraico es una expresiéon compuesta por nimeros concretos y
letras que también representan numeros relacionados entre si mediante las ope-
raciones de multiplicacion, division, potenciacion y radicacion.

Respecto a los términos algebraicos mencionados anteriormente tenemos que:

* 5x: representa el producto del nimero 5 por el nimero literal x.

* 3ab: representa el triple producto del nimero literal a por el nimero literal b.

* 4x*: representa el producto del nimero 4 por el cuadrado del nimero lite-
ral x.

a
. b significa el cociente de a entre b.

3

. B significa el cociente del cubo del nimero literal a entre el nimero lite-

ral b.

* /5x representa la raiz cuadrada del producto de 5 por el nimero literal x.
* x’y*: representa el producto del cubo del nimero literal x por el cuadrado del
namero literal y.

» Elementos de un término

Los elementos de un término son:
* El signo
¢ El coeficiente numérico
¢ La parte literal

Signo de un término

Respecto al signo, un término es negativo si le precede el signo menos (—) y positi-
vo si le precede el signo mas (+). En caso de que se omita el signo de un término,
se considera que tiene signo positivo. Asi, 3x equivale a +3x.

Coeficiente numérico

Si un término algebraico es el producto de un nimero concreto por uno o mas
nameros literales, dicho nimero es su coeficiente numérico; por ejemplo, los coefi-
cientes numéricos de 7x°, —4xy, y°, —xy son 7, —4, 1 y —1, respectivamente.

Parte literal

La parte literal la constituyen las letras del término algebraico con sus respectivos
exponentes. Asi, en 2ab la parte literal es ab, en —8x’y es x’y, en 2 x%¢ es X’a.



Lenguaje algebraico

Senala el coeficiente numérico y la parte literal de cada uno de los términos siguientes:

a. 9x° b. a’b c. —x)
d. —6mn e. 2az’
Solucion
Coeficiente numérico Parte literal
9x° 9 x
a’b 1 a’b
—xy° -1 xy’
—6mn ) mn
taz’ 3 az’
» Grado

El grado de un término es la suma de los exponentes de sus factores literales. Asi, el
término 8a es de primer grado, 2ab es de segundo grado y 7x)” es de cuarto grado.

Determina el grado de los términos algebraicos siguientes.

a. In c. 2x*?
b. —6xy d. m*y’
Solucién

a. El grado de 9n es 1.

b. El grado de —6x7y es 3.
c. El grado de 2x%7? es 7.
d. El grado de m*)’ es 4.

Lenguaje algebraico

Frecuentemente, en la resolucion de problemas matematicos se requiere escribir
una expresion algebraica que represente un enunciado verbal y viceversa. En el

cuadro 1 se muestran algunos ejemplos

Cuadro 1. Enunciados verbales y su expresion algebraica correspondiente.

Enunciado verbal

Expresion algebraica

* El doble de un nimero

* La diferencia de dos nimeros

* La raiz cuadrada de un nimero
e El triple del cubo de un namero

e El producto de dos nimeros

* El cociente de dos niimeros

¢ La mitad de un nimero

e El doble de un nimero disminuido en 5

2x, 2y, 2w, etcétera

a — b,x — y, w — m, etcétera

Jx,Ja, [y
3x°, 3a®, 3n°, etcétera

ab, xy, mn, etcétera
x a m ,

—, —, —. etcetera

y b n
1X,3a,3y, etcétera

2x — 5,2a — 5,2m — 5, etcétera
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Asimismo, en el cuadro 2 se presentan algunos ejemplos en los que se traduce
una expresion algebraica en un enunciado verbal que la represente.
Cuadro 2. Expresiones algebraicas y su enunciado verbal correspondiente.

Expresion algebraica  Enunciado verbal

3x e El triple de un nimero

ab’ e El producto de un nimero por el cuadrado de otro

m+ n e La suma de dos nimeros

a—>b e La diferencia de dos numeros

X+ e La suma de los cubos de dos nimeros,
respectivamente

3(x + ) e El triple de la suma de dos nameros

1x? * Un tercio del cuadrado de un nimero

I. En cada uno de los términos algebraicos siguientes determina el coeficiente numeérico, la parte
literal, los exponentes de la parte literal y el grado del término.

Téermino Coeficiente Parte Exponentes de
algebraico numeérico literal la parte literal

1. 4x°
2. —5xy°
3. 6a’b’c

Grado

-3 25
4. — p°8
513

I1. Escribe una expresion algebraica que representa cada uno de los enunciados siguientes.

5. El doble de un nimero 10. La cuarta parte del cubo de un nimero

6. El doble de un nimero aumentado en 7 11. Un nimero disminuido en 6

7. La diferencia de dos nimeros 12. El triple de un nimero aumentado en 12

13. El doble del cuadrado de un numero dis-

8. La diferencia de dos cuadrados minuido en 5

9. La mitad del cuadrado de un nimero 14. El cociente de dos nimeros




15.

16.

17.

18.

19.

Cinco veces el cubo de un numero au-
mentado en 4

La raiz cubica de un numero

La raiz cuadrada del producto de tres nu-
meros

El doble de la diferencia de dos nameros

Cuatro veces la diferencia de dos cuadra-
dos

Términos semejantes

20.

21.

22.

23.

24.

Términos semejantes

Tres veces la diferencia de dos cubos

El producto del cuadrado de un ndamero
por la suma de otros dos

El producto del cubo de un nimero por la
diferencia de otros dos

El cubo de la mitad de un nimero

El cuadrado de la tercera parte de un nu-
mero

Los términos semejantes son los que tienen la misma parte literal; es decir, tienen
las mismas letras afectadas de iguales exponentes. Los siguientes son algunos ejem-
plos de términos semejantes:

s 3n'y in’

o 6x*y2'y —8a%yz’

Los términos 6nm’ y 8n°m no son semejantes porque si bien tienen las mismas
literales, éstas no tienen los mismos exponentes: la 7 del primero tiene exponente
1y la del segundo tiene exponente 2. Asimismo, los términos ab’ y mn’ tampoco
son semejantes porque aunque tienen los mismos exponentes, las literales no son
las mismas.

» Reduccion de términos semejantes

Frecuentemente, en la resolucion de problemas algebraicos se requiere reducir tér-
minos semejantes. Esta operacion consiste en sustituir dos o mas términos semejan-
tes por uno solo, que resulta de la suma algebraica de sus coeficientes numéricos
multiplicados por su parte literal.

Para realizar la reduccion de términos semejantes se aplica la propiedad distri-
butiva de la multiplicacién. Por ejemplo,

5a + 7a
6x* — X

a5 +7) = a(12) = 12a
X6 — 1 = x*(5) = 55

3b — 10b = b(3 — 10) = b(—=7) = —7b

Cuando se realiza la reduccién de términos semejantes pueden presentarse
cualquiera de los tres casos siguientes.
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1. Reduccion de términos semejantes que tienen el mismo signo.

En este caso se suman los coeficientes numéricos, anteponiendo a la suma el
signo comun que tienen los términos y a continuacion se escribe la parte literal.
Por ejemplo
7a + 2a = 9a
—8n — 4n = —12n
—6x" — 8x" = — 147
1x? +1x° =23x
2. Reduccion de términos semejantes que tienen diferente signo.
En este caso se restan los coeficientes numéricos, poniendo delante de la diferen-
cia obtenida el signo del nimero que tiene mayor valor absoluto y a continuacion
se escribe la parte literal. Por ejemplo
10m* — 7m* = 3m’
5% — 12 = —7x°
—15xy + 18xy = 3xy
—12ab’ + 8ab’ = —4ab’
9%’y — 9x’y = 0
—7z+7z=0

3. Reduccion de tres o mas términos semejantes que no tienen todos el mismo signo.

En este caso se siguen estos pasos:

a. Se reducen a un solo término todos los que tienen signo positivo.
b. Se reducen a un solo término todos los que tienen signo negativo.

¢. Se aplica el método expuesto en el caso 2.

Solucion

—8a + 3a — 6a + a

Primero reduzcamos los términos positivos
3a + a = 4a
A continuacién reduzcamos los negativos:
—8a — 6a = —1l4a
De acuerdo con los términos obtenidos queda
4a — 14a = —(14 — 49)a = —10a

1. Reduce los términos semejantes

1. 4a + 6a = 2. x5y + 9x’y = 3. 4ab’ + 7ab’> + ab® = | 4. 6a’b + Ta’b =




Operaciones con polinomios

5. —x —x = 10. 2,41, = 15. 34 _Tp— 20. —4x* + 11x% =
5 10 9 9

6. —3a — 2a = 11. Ey+éy= 16. —Eas—%f: 21. —10x)” + 8xy° —
3 8 3 12x)° + 6x)° =
3 2, 3

7. —8a — 9a = 12. Zb+§ = 17. 20)° — 18)° = 22, X —x —x =

8. —6a —a = 13. —%x — %x = 18. 6n° — 201° = 23. —9a’b + 9a’b =

9. %x +%x = 14. —ga —ga = 19. —8ab’ + ab® = 24. 8x’y — 3x)”

Operaciones con polinomios

Un polinomio es cualquier expresion algebraica constituida por un conjunto finito
de términos, en cada uno de los cuales aparecen nimeros y letras relacionadas sélo
mediante productos y potencias de exponentes que son nimeros naturales. Algunos
ejemplos de polinomios son

X —7x+6
3x*y — 5ab°® + 7n’
6ab’> — 15ab* —6ab’
En cambio, las expresiones
7a — x"* y 16x7° + 4
no son polinomios porque contienen exponentes que no son nimeros naturales.

r (Clasificacion de los polinomios

De acuerdo con el nimero de términos que tienen, los polinomios se clasifican
como sigue.
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Monomio. Es un polinomio que consta de un solo término, como
6m’
Binomio. Es un polinomio que consta de dos términos, como
a—7b
Trinomio. Es un polinomio que consta de tres términos, como

7x° —5x + 6

Si consta de cuatro términos, se dice que es un polinomio de cuatro términos,
etcétera.

» Suma de polinomios

Para sumar dos o mas polinomios se requiere reducir términos semejantes de los
polinomios que se suman. Para ello pueden escribirse los polinomios en renglones
sucesivos de forma que los términos semejantes queden en una misma columna y a
continuacion se reducen términos semejantes.

Es importante que los polinomios que se suman se ordenen todos respecto a
una misma letra, ya sea en forma descendente o ascendente; es decir, que los expo-
nentes de una letra escogida vayan aumentando o disminuyendo de uno en uno.

Ejemplo 4 Suma los polinomios indicados:

a.4x> — 8+ 6x — x* —9x; 2x — 4x* — 5 + &% — &ty —5x° — 2xF + 19 + 3x — &7
Solucién

Si ordenamos los polinomios en forma descendente respecto a x y los colocamos en ren-
glones queda

—x* + 4x> + 65 — 9x — 8
—x' + X — dx*+2x— 5
—2x" = 5x° — x* + 3x + 19
de donde al reducir términos semejantes resulta:
—4x" + x* — 4x + 6
b.2x* —5xy+1* =7, -3 —x*—T7xy — ;55 —xy + 6
Solucién
Ordenemos los polinomios respecto a x, coloquémoslos en renglones y reduzcamos tér-
minos semejantes
2 =5y + Yy -7
—x' =7y —3y" -1
5x° — xp +6
6x* —13xy —2y° —2

L. Efectiia las siguientes sumas de polinomios. (Elige la opcion correcta.)

1.3x —6x + 4;x6° — 2x — 1
a. 4x’ +8x+ 3
b. 4x* — 8x — 3
c. 4x* — 8x + 3
d. 4x* — 8x — 4 c. 4x* — 8x + 3




2.3a +7b —5¢c —1;a — 10b + 5¢ — 1

a. 4a — 3b

b. 4a — 3b + 2
c. 4a + 3b + 10c
d. 4a — 3b — 2

d. 4a — 3b — 2

Operaciones con polinomios

6. x" —2x° +7x° — 5+ 8x; —4x — 1 — 7x* —

X — 2xt

a. —x' + 3x°

b, —x* =22 + 4x — 6
. X' +3% +4x—6
d —x'—3x + 4x — 6

d. —x*—3x° + 4x — 6

.5x — 4y +10; —7x — 3y — 10

a.2x + 7y

b. —2x — 7y

c. =2x — 7y — 20
d. —2x — 7y + 20

b. —2x— 7y

7. 4xy — 3y + z; 4z — 9xy; 5xy — 6z + 10y

a.ly —z
b.7y +z
c. 7y — z + 18xy
d. 7y + 2z

a. 7y —z

L2 —9x — 10x + 3;4° + 3x° — x — 8
a. 3 —6x* —11x — 5
b. 3x° — 6x* — 10x — 5
c. 3 + 6x* +11x — 5
d.3x +6x — 1lx — 5

a. 3 — 6x* — 11x — 5

.—m?+ 16mn — 8m — 9n + 5, —4mn — 5

+n—m+ m’

a. 12mn + 9m — 8n — 10
b. 12mn — 9m + 8n

c. 12mn — 9m — 8n

d. 12mn — 9m + 8n

c. 12mn — 9m — 8n

.15ab + 6b — 8a — ¢ + 3; =12 + 4a + ab
- 6b—c

a. 16ab — 4a — 9

b. 16ab — 4a — 2¢ —9

c. 16ab — 4a — 12b

d. 16ab — 4a — 2¢ + 9

b. 16ab — 4a — 2¢ —9

LTxy —2x+y— 8 xy + 2x — 2; =5y — 9xp

+6

a. —2xy — 5y — 4
b. —xy — 4y — 4
c.xy+ 4y — 4
d.xy+ 4y + 4

b. —xy — 4y — 4
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10. —4a — 12b + ¢;3a + 9¢ — b; —5¢ + 3b + 2a
a.a + 12b + 4c
b. a — 10b + 4c
c. a— 10b + 5¢
d.a+ 10b + 5¢

c. a— 10b + 5¢

II. Determina la expresion polinomial que represente el perimetro de las figuras geométricas si-

guientes.

11. El cuadrilatero ABCD es un rectangulo.

A ¢ a.12x* — 8x — 6
b. 655 — 4x — 3
c. 12x* + 8x + 6
O+ 3x+ 1) d. 12x* — 10x — 8
B Gx* — 7x — 4) b

a. 12x* — 8x — 6

12. ABCD es un cuadrado.

A C a. 12b + 28

b. 12b — 7

c. 12b — 28

d 12b + 7

B Gb -7 b
c. 12b — 28

13. AB=5x—3y — 4z + 3 a. 11x — 3y — 6z + 5
§=2x+y—z—4 b. 11x — 3y + 6z — 5
AC=4x—y—2z—4 c. 11x — 3y + 6z + 5
B d 11x — 3y — 6z — 5

A C

d 11x — 3y — 62 — 5




Operaciones con polinomios

» Resta de polinomios

Como analizamos en el capitulo 1, toda resta puede expresarse como una suma
aplicando la regla siguiente:
x—y=x+(y

En otras palabras, para restar dos polinomios se suma el minuendo con el in-
verso aditivo del sustraendo.

Se acostumbra escribir en un renglén los términos del minuendo y por debajo
de éste los que corresponden al inverso aditivo del sustraendo, de forma que los
términos semejantes estén colocados en una misma columna; por altimo, se proce-
de a reducir términos semejantes.

Resta el polinomio —10x" + 8x* — 7x — 4 + 5x° de 10x” — 6x* + x — 10 — &°.

Solucion
De acuerdo con la orden tenemos

A0x* — 6x* + x — 10 — %)y (—10x" + 8% — 7x — 4 + 5x)

Ordenamos los polinomios respecto a x en forma descendente y aplicamos la regla de la resta.

Asi, tenemos:
—6x* — x° +10x* + x — 10

+10x* —8x% —5x% +7x + 4

4x* — 9x®+ 5x* +8x—6

Ejercicios 4

1. En los ejercicios siguientes resta el segundo polinomio del primero. (Elige la opcion correcta.)

1.6 +3) —7x+4y — 2,20 —y = 7x+ 8| 3. —3x+y+6;, —12— 6y + 2x + 2x°

a.8x> + 2y — 14x + 6
b. 4x° + 49" + 4y — 10
c. 4x° + 3" — 10

d. 4x* — 49 + 4y — 10

b. 4x* + 4" + 4y — 10

a. —x* —5x+ 7y + 18
b. —x* + 5x + 7y + 18
c. X —5x+ 7y + 18
d.x*+5x—7y— 18

a. —x* —5x+ 7y + 18

2.4 — 6V — & 3¢ + 6V — 24°
a. 3a® — 120* — 4¢°
b. —a® + 2¢2
c. 3a® + 12b* — 4¢°
d. 3a® — 120> — 3¢°

a. 3a® — 12b* — 4¢°

31
2x 4=
2T gY
31
b Dx+2
2 X T %Y
e 2,1
e
d.ﬂ +ly
8 8 3 1
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2 4
1 11
a. —a+—b
6 12
b. la lb
3 12
1 11
c. —a——b
6 12
1 5
d —a+—b
6 12
a. l614—1—119
6 12

7. =7c +4b + 3a — 4;2b + 5a + 4 — Tc

a. —2a — 2b — 8
b.2a — 2b + 8
c. —2a + 2b

d —2a+ 2b—8

d —2a+2b—8

6.3x —4xy + 6y — 8 —10 — y + 7x + 2xy
a. —4x + 6xy + 5y — 2
b. —4x — 6xy + 5y — 2
c. —4x — 6xy + Ty + 2
d. 4x — 6xy + 7y — 2

c. —4x — 6xy + 7y + 2

8. X + 3x%y — 5x)* — 4% 27 — 4xy’ + 200 —
7xy
a. x’ — 10x*y + xy* + 6y’
b. —x* + 10x’y — xy° — 6y°
c. —x* — 4x*y — 9xy* — 2y’
d. —x + 10x’y + x> + 6)°

b. —x° + 10y — x* — 6)°

II. En el ejercicio siguiente resta el tercer polinomio de la suma de los primeros dos: (A + B) — C.

9. 4A=4x+4x —5x+ B= -+ —Tx+1;,C=8+3x+ 3 — 1

a. —3x* —13x + 6

b. —3x*—15x + 8

c. 6 — 13x + 6

d. 6x> —3x* — 15x + 8

b. —3x* — 15x + 8

» Multiplicacion de polinomios

Respecto a esta operacion y en relacion con los polinomios distinguiremos tres

Casos:

1. Multiplicaciéon de monomios.

2. Multiplicaciéon de un monomio por un polinomio.
3. Multiplicacién de un polinomio por un polinomio.
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Multiplicacion de monomios

En la multiplicaciéon de dos o mas monomios se aplican las reglas de los signos, las
leyes de los exponentes y los axiomas de la multiplicacion.
Para multiplicar dos 0 mas monomios podemos seguir estos pasos:

1. Se determina el signo del producto.

2. Se multiplican los coeficientes numéricos.

3. Se multiplican las partes literales aplicando las leyes de los exponentes res-
pectivas.

Multiplica los monomios siguientes.
a. Bx*y)(Txy")

Solucion

Puesto que los dos monomios son positivos, el producto tendra el mismo signo
GPTxyY = B)7) 1y = 2147
b. (—6m*n*y)(—2mn*y")
Solucién
Como los dos monomios son negativos, el producto sera positivo
(—6m’n*y)(—2mn*y") = (—6)(—2)m* " 'n' 3 T = 12mPny°
c. (—4uw*v)?
Solucién
(—*w®?vV? = (—9*w'? = 16w'°
d. (—2a’b*c’)’ =
Solucién
(—22°0°C) = (=2Pa’b’c” = —8a’b°c”

1. Efectiia las multiplicaciones siguientes.

1. 6a’b(2ab) 3. (—4m’b)(—5m’b) 5. (4a’b)(—5ab>)(—2a’b*c)

2. (—8x)(3xy) 4. (—7x)(—2x)(—3x") 6. 31" (2x*y)(—4xy)
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7. (—2m*n®) Gmn*? 8. (—2x*y2°)*(—2xy)’ 9. (—3x°y")*(—2x)°)°

Multiplicacion de un monomio por un polinomio

Para efectuar esta operacion se utiliza la propiedad distributiva de la multiplicacion
que, como recordaras, postula lo siguiente:

alb+c+d..+k =ab+ac+ad ...+ ak

En el ejemplo siguiente se muestra como aplicar esta propiedad al multiplicar
un monomio por un polinomio.

Efectia las multiplicaciones siguientes.
a. 3x°2x° — 7x* — x + 6)
Solucién
372X — 70" — x + 6) = Bx)(2x) + 3x°(—7x%) + 3x*(—x) + 3x7(6)
= 6x° — 21x" — 3’ + 18«7
b. —3a’b(5a° — b* + 4)
Solucién
—3a’b(5a°> — b* + 4)

—3a’b(5a’) — 3a’b(—b>) — 3a’b(4)
—15a’b + 3a’b® — 12a*b

c. S[x;S + xZS _ x;l]

Solucion

e e G RLCY
=4(x—5)+2(x+3)—(x+1)
=4x—20+2x+6—x—1
=5x—15

Ejercicios 6

L. Efectiia las multiplicaciones que se indican.

1. 40P -5 +y— 1) =
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2. mn'(m® — 2m*n + dmn* — n* + 4) = 7. xy'(xy — 2%

3. 2a°b(a® — 24** — Gab®) =

8. 4a*(5a* — 3a — b)

4, 7x°(x* — 357 — X + 2x — 5) =

9. 12[2x—1_x—5]
4 3

5. —5x°2x°—x*y — 6)

10, 16[x—5_x+6}

6. —* (4" — 5y + 6)
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Ejemplo 9

Capitulo 6 Operaciones con polinomios

Multiplicacion de un polinomio por un polinomio

Consideremos los polinomios
a+b) vy x+y+2
Para multiplicarlos, hagamos w = a + b; luego
a+bx+y+2=wx+y+=2
Al aplicar la propiedad distributiva de la multiplicacion resulta:

wx+y+2=wx+wy+ wz

O sea

(a+bx+(@a+ by+(a+ bz
ax + bx + ay + by + az + bz
ax + ay + az + bx + by + bz

Observa que cada término del primer polinomio se ha multiplicado por cada
uno de los términos del segundo polinomio. Obviamente, de acuerdo con la pro-
piedad distributiva de la multiplicacion, también se puede proceder multiplicando
cada término del segundo polinomio por los términos del primero.

Multiplica los polinomios siguientes:
(7x — 3)4x> — 5x* — 2x + 3)
Solucién
(Tx — )X’ — 5x° — 2x + 3) = 7x(4x° — 5x° — 2x + 3) — 5(4x° — 5x° — 2x + 3)
= 28x" — 35x° — 14x” + 21x — 20x° + 25x° + 10x — 15
= 28x" — 55x° + 11 + 31x — 15

Si bien la multiplicacion de polinomios puede hacerse como en el ejemplo
anterior, al multiplicar dos polinomios se acostumbra escribirlos en dos renglones
(uno debajo del otro) y multiplicar cada uno de los términos del polinomio que se
encuentra en el renglon inferior por el que se halla en el renglén superior. Es im-
portante ordenar los términos semejantes que resultan del producto en una misma
columna para asi facilitar la operacion de reducir términos semejantes.

Realiza la multiplicacién siguiente
Qx — 5)Ex* — 7x* + 2x — 3)
Solucién
Se acomodan los polinomios en dos renglones y se hace la operacién
40— Tx’+2x—3
2x—5

8x* —14x°+ 4x° — 6x
—20x°+ 35x* —10x+ 15

8x* — 34x’°+ 39x* — 16x +15



Operaciones con polinomios 163

1. Efectiia las multiplicaciones siguientes. (Elige la opcion correcta.)

1. % — 3x + 9DQx — 5) 5. (a — b)a* + ab + b

a. 2x’ — 13x* + 20x — 20
b. 2x° — 115> + 23x — 20
c. 2x° + 11x* + 23x + 20
d. 2x° — 11x* + 23x + 20

b. 2x° — 11x* + 23x — 20

a.a + 2a’b + 2ab> — v’

b.a® -V
c. @’ — 2a’b — 2ab* — v’
da + v

b. a® — v

L (dx — DOx — 2)

a. 36x* + 17x + 2
b. 36x> — 17x + 2
c. 36x° — 17x — 2
d. 36x" — 19x + 2

b. 36x* — 17x + 2

L+ 3DOE—3x+9)

a.x’ — 6x* — 18x — 27
b. x> — 6x> — 18x + 27
c. x>+ 27
d.x* — 27

c. X+ 27

.Bx — DX - Tx — 4)
a.6x’ — 23x" + 5x + 4
b. 6x° + 23" — 5x + 4
c. 6 — 23x* — 5x — 4

. Qa — b)4d® + 2ab + b

a.8a> — b
b. 84° + 8a*b + 4ab* — V®
c. 8a° — 8a’b — 4ab* + b’

d. 6x — 23x* — 5x + 4 d 8a®+ b
d. 6x° — 235" — 5x + 4 a. 8a®> — b’
. GGx — 2)(6x* — 3x + 1) .(a+ b)a—b)
a. 30x° — 27x* + 11x — 2 a.a* — 2ab + b’
b. 305 — 3x* + 11x — 2 b. a*> + b
c. 30x° + 27x* + 11x + 2 c. a*> —b
d. 30x° — 27x* + 11x + 2 d a*+ 2ab + b
a. 30x° — 27x° + 11x — 2 c.a’ b
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9. (4x — 5p)4x + 59) 10. (x + 9(x — 2)
a. 16x° — 25)° a.x’ —7x + 18
b. 16x* + 25)° b. x* + 7x + 18
c. 16x° — 40xy + 25)° c.x+7x—7
d. 16x* — 20xy — 25)° d.x*+ 7x — 18

a. 16x> — 25y°

II. Resuelve los problemas siguientes. (Elige la opcion correcta.)

11. Calcula la expresion polinomial del area del rectangulo siguiente.
a. 12x’ — 28x* + 30x — 12
b. 12x° — 26x" + 34x — 12
(x = 2) c. 126 — 265 + 30x — 12
d. 122 + 26x% + 34x — 12

Bx* — 5x + 6)

b. 12x° — 26x* + 34x — 12

12. Determina el area del cuadrado de la figura siguiente.
a. 25x* + 60x — 36
b. 25x> — 60x — 36
c. 25x° — 60x + 36
d. 25x* — 30x + 36

(5x — 6)

d. 25x* — 30x + 36

13. Determina el volumen del cubo siguiente.
a. 27x’ — 54x* + 36x — 8
b. 27x° + 54x° + 24x + 8
c. 27x° — 54x* + 36x + 8
d. 27x° — 54x" + 24x — 8

G - 2)

a. 27x° — 54x* + 36x — 8
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14. Determina la expresion polinomial del area del rectangulo siguiente.

a. x> — 18x + 81
b. x* + 81

(x =9 c. x* — 18x — 81
d. x* — 81

x+9

d. x* — 81
15. Determina la expresién polinomial del area del triangulo siguiente.
a. 3x> + 12x
b. 6x* — 24x
c. 6x° + 24x
d. 3x* — 12x
d. 3x* — 12x

16. Determina una expresion para el area de la regiéon sombreada de la figura siguiente.

] ] a.20a’ — 9a — 9
b. 20a* + 9a — 9
5 g c. 30a> — 9a — 9
a 5 =3 4 20a* — 18a
j5a+9r
1 []
S5a + 3

a. 20a* — 9a — 9

» Productos notables

Al multiplicar algunos tipos de expresiones algebraicas se obtienen productos en los
que se distinguen algunos rasgos notables, los cuales nos permiten efectuar dichas
operaciones en forma rapida al aplicar la regla correspondiente. Tales productos re-
ciben el nombre de productos notables. A continuaciéon veremos algunos casos.

Producto de dos binomios conjugados
Si se tiene el binomio x + ), entonces x — y es su conjugado, y viceversa.

Para multiplicar dos binomios conjugados se aplica la regla siguiente.

165
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Capitulo 6 Operaciones con polinomios

Multiplicacion de dos binomios conjugados

El producto de un binomio por su conjugado es igual al cuadrado del primer
término menos el cuadrado del segundo.

Consideraremos como primer término el que tiene signo positivo en ambos
binomios, de manera que

x + 0 — ) =" — ).

Comprobacion

Multipliquemos (x + P(x — )
x+y
X~y
x% + xp

_ %ﬁ — yz

2

2

X =y

Halla los productos de los binomios conjugados siguientes.
a. (y — 6y + 6)
b. (4x — 3)(4x + 3)
c. W —35)W+5)

Solucién

a.(y — 6@y +6) =y — 36

b. (4x — 3)(4x + 3) = (4x)* — (3)
=16x* — 9

c. W — 5)W? + 5) = Wd? — (5)°
= uw® - 25

Cuadrado de un binomio

En este caso se tiene lo siguiente.

Cuadrado de un binomio

El producto de un binomio al cuadrado es igual al cuadrado del primer término,

mas el doble producto del primer término por el segundo, mas el cuadrado del
segundo término, es decir

xc+ =2+ 2xy+ )y
Comprobaciéon

x+y’=x+Pkx+y
=x+y
x+y
x? + xy
+xpy+y°

x*+2xy +y°
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Veamos el caso particular en que el namero literal y tenga signo negativo.

(x = =2 + 20—y + (—p)?
x—p'=x—2xy+)

Halla los productos siguientes
a.(n + 6)°
b. (y — 4?
c. By + 2x)°
d. (8a — 3by’
Solucién
a. (n + 6)*

)’ + 2(m)(6) + (6)°
=n’*+ 12n + 36
b. (y — 9 = ()" + 20)(—4) + (—4)*
= y2 — 8y + 16
c. Gy + 20" = 3’ + 23»(2x) + (2x)°
=9)" + 12xy + 4%

d. (8a — 3b)* = (8a)* + 2(8a)(—3b) + (—3b)>
= 64a* — 48ab + b’

El producto de dos binomios que tienen un término comun

En este producto notable se tiene lo siguiente:

Producto de dos binomios que tienen un término comun

El producto de dos binomios que tienen un término comun es igual al cuadrado
del término comun, mas el producto del término comun por la suma de los no
comunes, mas el producto de los términos no comunes, es decir

x+ a)x+ b)) =x>+ x(a+ b) + ab

Comprobacion

(x+ a)x + b) =x(x+ b))+ alx + b)
=x+ bx + ax + ab

(x+ a)x+ b)) =x>+ x(a+ b) + ab

Halla los productos siguientes
a. (x + Nx + 3)
b. y + Dy — 3)
c. (a+2)a—-9
d.(b—06)b— 4
e. Ba + 7(Ba + 2)
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Solucion

a. (x+ 9D+ 3) =5+ x9 + 3) +93)
=% + 12x + 27

b. 9+ DY —=3)=3y" + )7+ (3D +7(-3)
=9y + w7 —3) —21
=9y + 4y - 21
c.a+2)a—9 =a*+aR -9 + 2(—9
=a + a(-7) — 18
=a’—7a— 18
db—06)0Bb—4 =0 +b-6+ (—49)] + (—6)(—4)
=0+ b(—6 — 4) + 24
=p — 10b + 24
e. Ba+ 7NBa +2)=Ba) + 3a(7 +2)+ 7(2)
= 9a® + 3a(9) + 14
= 9a® + 27a + 14

Cubo de un binomio

En este producto notable se tiene lo siguiente.

Cubo de un binomio

El cubo de un binomio es igual al cubo del primer término, mas el triple produc-
to del cuadrado del primer término por el segundo, mas el triple producto del
primer término por el cuadrado del segundo, mas el cubo del segundo, es decir

x+9)° =2+ 35y + 30 + »°

Comprobacién
(x+°’ =&+ +y’°
= (x + P + 2xy + )
= x( + 2xy + 1) + p(F + 2xp + D)
=x + 2y +xp° + Xy + 2x)° + )
esto es

(x+ 7’ =2+ 3% + 3x)° + )’
Veamos el caso en el que el namero literal y tenga signo negativo.
(x =’ = (x — Px — »*
= (x — P& — 2xy + )
= x(® — 2xp + ) — (¢ — 2xp + D)
=x -2y +x° — Xy +2x)° — )
Por tanto

(x == — 3% + 3x)° — )’
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Halla los productos notables (cubo de un binomio) siguientes

a. (y + 4y

b. Bn + 5)°

c. (4n — 1)°

d. (5b — 3)°

Solucion
a. (y+4° =0+ 300@ + 30)@* + 4
=9’ + 129 + 48y + 64

b. 3n + 5)° = 3n)® + 33n)*(5) + 33n)(5)* + (5)°
= 27n® + 135n* + 225n + 125

c. (4n — 1)° = (4n)® + 34’ (—1) + 3¢n)(—1) + (—-1)°
= 64n° — 48n* + 12n — 1

d. (5b — 3)° = (5b)° + 3(5b)*(—=3) + 3(5b)(—3)* + (—3)°
= 1256 — 2250* + 135b — 27

Ejercicios 8

1. Realiza las multiplicaciones siguientes utilizando la regla del producto notable correspondiente.

1. (a — 5)a + 5) 4. Tw — 2a)Tw + 2a)

2. 2b + Db — 7) 5.y + 8y — 8)

3. Bx + 5(Bx — 5) 6.1 - a1 + a)
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7. (a + 6)* 13. (x + 8)(x + 3)
8. (n—5) 14.(y+ Dy — 3
9. (3a + by’ 15. (@ — 9(a + 5)
10. (5a — 2b)’ 16. (b — DB — 7)
1. (1 — a) 17.(n + 2)°
12. (7x + 2y)° 18. (y — 3)°
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19. 2x + 3)° 20. 3x — 5)°

I1. En los ejercicios siguientes, utiliza la regla de los productos notables correspondientes. (Elige
la opcion correcta.)

21. Determina la expresion polinomial del area del rectangulo de la figura siguiente.

a.y’ — 12y + 36
(y — 6) b.y" — 12y — 36

c. ¥+ 36
+6 d.y* — 36

d. y* — 36

22. Determina la expresion polinomial del area del cuadrado de la figura siguiente.

a. x*— 25

b. x* + 10x + 10
c. ¥ — 10x — 25
d. x* — 10x + 25

x—5)

a. x> — 25

23. Determina la expresion polinomial del area del cuadrado de la figura siguiente.

a. 4x* + 20x + 25
b. 45" + 10x + 25
c. 2x* + 20x + 25
d. 4x* + 20x + 10

2x + 5)

a. 4x* + 20x + 25

24. Determina la expresion polinomial del area del rectangulo de la figura siguiente.

a. x* + 24x + 10
b. x> + 10x + 24
(x +4) c. x* + 10x + 10
d. x>+ 10x + 12

(x + 6)

b. x> + 10x + 24
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25. Determina la expresion polinomial del area del rectangulo de la figura siguiente.

a.y>— 6y —8
(y,4) b.y2+6y+8
c.y»—6y—6
d.y*—6y+8
(-2 Yy y
d.y—6y+8

26. Determina la expresion polinomial del area del rectangulo de la figura siguiente.

a.x’ — 4x + 21
x—7) b. x> — 21x — 4
c. X* — 4x — 21
o +3 d. X + 4x — 21
c. X — 4x — 21

27. Determina la expresion polinomial del cubo de la figura siguiente.

a. x> + 12x* + 48x + 64
b. x° + 12x% + 24x + 64
c. X + 24x* + 36x + 64
d. x>+ 12x* + 24x + 12

a. x> + 12x* + 48x + 64

28. Determina la expresion polinomial del volumen del cubo de la figura siguiente.
a.x’ —15x" + 30x — 15
b. X’ + 155" — 75x + 125
c. ¥ — 15x* — 75x + 125
d.x* — 15x* + 75x — 125

d. x — 15x° + 75x — 125

29. Determina la expresion polinomial que corresponde al 4rea de la region sombreada de la
figura siguiente.

b. 2x + 4x — 12
] 0 64.96_30
(x —3) (x —3) d. 4x — 14
(x + 3)
1 [ ]

a. 4x — 12 x+ 7
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» Division de polinomios

Primero se considerara la division entre monomios, luego la de un polinomio entre
un monomio y finalmente la de dos polinomios. Cabe aclarar que en todos los ejer-
cicios se supondra que todos los divisores son diferentes de cero.

Division de un monomio entre un monomio

Para dividir un monomio entre un monomio se siguen estos pasos:

1. Se dividen los coeficientes numéricos.
2. Se aplica la ley de los exponentes correspondiente.

Efectia las divisiones entre los monomios siguientes:
84"
a. "
4
b. 15x
—3x
. —16a°b’
| —4a’d’
d. 20n
4n
4a’b?
e. 3
8ab
£ —6m°nw’
" —18mn'w’
Solucién

8a" (8) 15-10 5
=|—l|a = 4a
424 |2

—3x -3
_ 67,7 _ 6 7
c _146;; :( _146)(22 j(%) — 4a6*2b7*3 — 46l4b4
20n 20 _ , 5
G UL AR
e 4a5b2 — (é) 5*1b2*3 — a4b*1 — ﬂ_4
8ab’® 8 2b
—6m*nw’ - I m’
f T —— (_lsjme 114,575 :(_)msn 500 = e

Observa que no siempre la division de dos monomios resulta en un monomio,
como sucede en los ejemplos d, ey f.

Division de un polinomio entre un monomio

Para dividir un polinomio entre un monomio se aplica la propiedad distributiva de
la division, es decir, se divide cada término del polinomio entre el monomio.
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Realiza las divisiones

siguientes:

155 —12x% + 6x
a.

3x
b 12a’b — 8a’b* — 2ab
' 2ab
6x°y* — 4x°y’ — 8xy’
—2x%y?
Solucion

u 15x° —12x* + 6x  15x° 12x° 6«

- + = =5x" —4x +2

3x 3x 3x 3x
12a’°b — 8a’b* — 2ab 3 b’
b a a a :12ab_8ab —zab=6a2—4ab—1
2ab 2ab 2ab 2ab
6x°y* — 4x*y* — 8xy® _ 6x’y*  4x?y’ 8wy’ :_3_x+2+é
—2x%y? —2x’y’  —2x’y’  —2x°%)’° y x

Observa de nuevo que la division de un polinomio entre un monomio no siem-

pre da

como resultado un polinomio, como se advierte en el ejemplo c.

Division de polinomios

La division euclidiana de dos polinomios, al igual que la division de nimeros en-
teros dentro del dominio entero, permite encontrar como resultado del proceso de
divisién un polinomio cociente y un polinomio residuo, y para efectuarla se segui-
ran estos pasos:

1.

En

Se ordenan los dos polinomios en orden decreciente de una de las letras co-
munes a ambos polinomios, incluidos los términos con coeficiente cero para
las potencias faltantes.

. Se divide el primer término del dividendo entre el primer término del divisor,

con lo que se obtiene el primer término cociente.

. Se multiplica el primer término del cociente por el divisor y el producto ob-

tenido se resta del dividendo, y se obtiene un nuevo dividendo.

. Con el nuevo dividendo se repiten las operaciones de los pasos 2 y 3 hasta

que el polinomio resultante sea cero o contenga la letra respecto a la que se
hizo el procedimiento del primer paso, con un exponente menor que el que
posee dicha letra en el divisor.

. Se comprueba que el resultado sea correcto, multiplicando el cociente por el

divisor y al producto obtenido se le suma el residuo de la division. El resul-
tado debe coincidir con el polinomio dividendo.

el ejemplo que sigue se ilustra este procedimiento.

Efectia las divisiones siguientes entre polinomios.

a. (ot +6x* =58 —Tx+4) + (& —3x+ 6)
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Solucion
x*—2x—6
X2 =3x+6|x" —5x° +6x% — Tx+4

—x* + 3x%— 6x°

—2x°+ 0x> — 7x
+2x° — 6x*+12x

—6x*+5x+4
+6x°— 18x +36
—13x + 40

Por tanto, el cociente es x> — 2x — 6 y el residuo es —13x + 40.
Nota: haz la comprobacion de los ejemplos de la division.
b. (10x* — 172y + 9x*)* — 36xy° — 8" + 2x* — 5xy + 1)
Solucién

S5x’ + 4xy +12y°

2x% — Sy +3% 105" —17x%y + 9x%)* — 36x)° — 8y*
—10x* +25x°y — 5x%*

8x’y + 4x’y* — 36x)°
—8x%y +20x%y* — 4xy°

24x°y* — 40x)° — 8y*
—24x%y* + 60xy° —12y*

20xy° —20y*

Como el ordenamiento del dividendo y del divisor se hizo respecto a la x, aqui termina la
division, ya que el exponente de la x en el nuevo dividendo es menor que el exponente de
la literal x del primer término del divisor:

Cociente: 5x* + 4xy + 12)% residuo: 20x)° — 20y

c. @ -0+ (a—-b

a’+ab+ v
a—b|a®+0a’b+ab*— b’
—a’+ a*b
a’b+0ab’
—a’b +ab’
ab’ — b’
—ab* + b’

0

Cociente: a* + ab + b* residuo = 0
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Ejercicios 9

1. Efectiia las divisiones siguientes de un monomio entre otro.

; 9x’y’ —14a’b’c’d’ _
T 3x’y —7a’bc’d’
42a*b’c 5 —81x°y° _
C 74’3t ooyt
25a’b’c'd _ —21x% yz _
" —5a'b’cd e £

II. Haz las divisiones siguientes de un polinomio

entre un monomio.

; 9a’ —3a+6 _ 9 0x'y* —4x’y* —8x’y"
’ 3a —2x%y?
g —12a’ + 6ab — 15a°b* _ 10 9x°y* —6x'y” —3xy _

3a

2

3x°y
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III. Realiza las divisiones siguientes de un polinomio entre otro. (Elige la opcion correcta.)

11.

O — 9x + 20) = (x + 2)

a. cociente x — 11, residuo —2
b. cociente x + 11, residuo 2
c. cociente x — 11, residuo 42

d. cociente x — 7, residuo 6

c. cociente x — 11, residuo 42

12.

O+ 58 —x— 21 + (x + 3)

a. cociente: x* + 2x — 7, residuo 0

b. cociente: x* + 2x — 7, residuo —42
c. cociente: x* + 8x — 5, residuo 0

d. cociente: x* + 2x — 5, residuo 14

a. cociente: x> + 2x — 7, residuo 0

13.

2 —5x—12) ~ (x — 4)

a. cociente: x — 1, residuo —8
b. cociente: x — 1, residuo 8
¢. cociente: x — 1, residuo 16

d. cociente: x — 1, residuo —16

d. cociente: x — 1, residuo —16

14.

O+ 7+ x—47) - (xc+ D

a. cociente: x* — 11x + 12, residuo —48
b. cociente: x* — 4x — 16, residuo —7
¢. cociente: x* + 3x — 11, residuo —3
d.

cociente: x* + 3x — 11, residuo 3

c. cociente: x* + 3x — 11, residuo —3
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15. (& — 72% + 14x — 1) + (x — 4)
a. cociente: x> — 3x — 2, residuo 5
b. cociente: x* — 3x + 2, residuo 7
c. cociente: x* + 3x + 2, residuo —9
d.

cociente: x* — 3x — 2, residuo 9

b. cociente: x* — 3x + 2, residuo 7

16. (x° + 27) + (x + 3)
a. cociente: x* — 3x — 9, residuo 0
b. cociente: X’ — 3x — 9, residuo 54
¢. cociente: x* — 3x + 9, residuo 54

d. cociente: x* — 3x + 9, residuo 0

d. cociente: x> — 3x + 9, residuo 0

17. 36x° — 73x%y + 35x)” + (9x* — 7xy)
a. cociente: 4x — 5y, residuo: 0
b. cociente: 4x — 5y, residuo: 70xy
c. cociente: 4x + 5y, residuo: 0
d

. cociente: 4x + 5y residuo —70xy

a. cociente: 4x — 5y, residuo: 0

18. (8x° + 2x%y — 8x) — 2y + (4" — 3xy — )»)
a. cociente: 2x — 2y
b. cociente: 2x — 2y, residuo 4y”
c. cociente: 2x + 2y

d. cociente: 2x — 2y, residuo —4y”

c. cociente: 2x + 2y




19. (124® — 28a’b + 13ab* — V®) +~ (6a + b)

a. cociente
b. cociente
c. cociente
d.

cociente

Operaciones con polinomios

: 2a® — Sab + 3b°, residuo —4b*
: 2a® — 5ab + 3b°, residuo —4b*
: 2a® + Sab — 3b°, residuo —2b°

: 2a® — 5ab + 3b° residuo 2b°

a. cociente: 2a* — 5ab + 3b* residuo —4b°

20. (6 —2x* + 3x — 6) + (x&* — 4)

a. cociente:
b. cociente:
c. cociente:
d.

cociente:

X

X
X
X

2, residuo 2x — 8

2, residuo —2x + 8
2, residuo 9x — 14
2, residuo 7x — 14

a. cociente: x — 2, residuo 7x — 14

r Simplificacion de expresiones algebraicas que tienen signos de agrupacion

Como hemos senalado, los signos de agrupacion son los paréntesis (), los corchetes
[ 1y las llaves { } que se utilizan para asociar algunos de los términos que intervienen
en una expresion algebraica.

Para simplificar expresiones algebraicas que contengan uno o varios signos
de agrupacién se requiere suprimirlos o eliminarlos, para lo que se siguen estos

criterios.

1. La supresion de signos de agrupacion debe obedecer ante todo a las reglas
que establecen el orden en que han de realizarse las operaciones algebraicas
en una expresion dada (primero los productos y cocientes y después las su-
mas y restas). En caso contrario usariamos signos de agrupacion.

2. Si después de realizados los productos y las divisiones a un signo de agru-
pacion le precede un signo (+), dicho simbolo se suprime sin modificar el
signo de los términos que contiene. Si esta precedido de un signo (—), dicho
simbolo se suprime cambiando el signo de todos y cada uno de los términos
que contiene.

3. Si en una expresion algebraica hay signos de agrupacion contenidos dentro
de otros, se suprimen de uno en uno y de dentro afuera.

Nota: no siempre es obligatorio suprimir signos de agrupacién de dentro afue-
ra; también puede hacerse a la inversa.

Elimina los simbolos de agrupacion y reduce términos semejantes:

a. 15x — 4{4 — [2x(x — 6) — (&> + 8x — 6]}

b. {4Q2x — 5) — [(x + Dx — 2) = (x = 5)* = (x = 6)(x + O)]}
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Solucion
a. 15x — 4{4 — 2x(x — 6) — (x> + 8x — O]}
=15x — 4{4 — [2x6* — 12x — x* — 8x + 6]}
= 15x — 4{4 — [x* — 20x + 6]}
= 15x — 4{4 — x* + 20x — 6}
= 15x — 4{—x" + 20x — 2}
= 15x + 4x* — 80x + 8
=4x" — 65x + 8

b. {42x —5) — [(x + Dx — 2) — (x — 5)* — (x — 6)(x + O]}
={8x — 20 — [x* + 5x — 14 — (& — 10x + 25) — (&* — 36)]}
={8x — 20 — [x¥* +5x — 14 — & + 10x — 25 — & + 30]}
= {8x — 20 — [-x* + 15x — 3]}
= {8x — 20 + x* — 15x + 3}
={-7x — 17 + &%
= —7x — 17 + &
=x—7x— 17

Ejercicios 10

1. Elimina los signos de agrupacion y reduce términos semejantes. (Elige la opcién correcia.)

1.4 — 76"+ 6x — 1) — (X + 3x* — 2x — 6)
a.3x +10x* + 8x + 5
b. 3x° — 10x* + 4x — 7
c. 3x° —10x* + 8x + 5
d.3x> — 10x* + 8x — 7

c. 35> — 105> + 8x + 5

2.5a—3b+2c—19) — a+7b—c+ 6)+ 4(a— b+ 2c — 3)
a. —14b + 11c — 35
b. 14b + 11c + 37
c. 18a — 14b + 11c — 37
d. —14b + 11c — 37

d. —14b + 11c — 37
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3. 6(x — 2)) — 4(x — 3)) — Ox — )

a. —9x + 2y
b. —7x —y
c. =7x+ty
d 7x +y

c. —7x+ty
4. 6x° — 3x" — 2[y — 3(x* — ) — (& + 6}
a. —5x* — 4y
b. —7x° + 4y
c. 5x° — 4y
d. —5x* + 4y
a. —5x° — 4y
5. 4(x + 2) — 3{2x + [4(x — 4) — 2Qx — 3]}
a. 10x — 24
b. —2x — 24
c. —2x + 36
d. —2x + 38
d. —2x + 38

6. 3a — 3{b — 4[lc + 2(a — b + 3¢) — (a + 5¢ — 2b)]}
a. 15a — 3b + 24c
b. 15a — 3b — 24c
¢. 12a — 3b + 24c¢
d. 15a — 7b + 24c

a. 15a — 3b + 24c
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Ejemplo 18

Ejemplo 19

Capitulo 6 Operaciones con polinomios

7.20x —2x — (x +2) — (6 — x) — (28 + x + D]}
a. 20x — 36
b. 20x + 36
c. 22x + 36
d. 20x + 40

b. 20x + 36

8. 2{42a — b) — [5(b — 2a) — 4(a — 3b)]}
a. 46a — 40b
b. 44a + 42b
c. 44a — 40b
d. 44a — 42b

d. 44a — 42b

Evaluacion de expresiones algebraicas

El proceso de calcular el valor numérico de una expresion algebraica, cuando a
cada namero literal de ella se le asigna un valor especifico, se llama evaluacion.

Para efectuar la evaluacién de una expresion algebraica se sustituye el valor
especifico de cada numero literal en dicha expresion utilizando paréntesis, y a con-
tinuacion se efectiian las operaciones correspondientes.

Evalda la expresion 5x — 3yz conx = 4,y = —2y z =3.
Solucién
5(4) — 3(—2)(3)
=20 + 6(3)
=20 + 18
= 38

Evalda la expresion x* — 7x° — 4 — 12 six = —2.

Solucién
(=2 = 7(=2)* — 4(=2) — 12
=-8~—7(4) +8— 12
=-8—28+8 — 12
= —40
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1. Evalia las expresiones algebraicas siguientes. (Elige la opcion correcta.)

1. Evalia x* — 3x* — 9x + 10 con x = 3.
a. —17
b. 17
c. =20
d. 20

2. Evalia &° + 6x* — 9x + 6 con x = —3.
a. 52
b. 68
c. 60
d. 56

c. 60

3. Evalia y* — 5 + 3) —y+ 1 cony = —2.
a. 69
b. 75
c. 66
d. 71

d. 71

4. Evalta 2x* — x> — 2x + 23 con x = —2.
a. 67
b. 72
c. 60
d. 65

a. 67

5. Evalda 4a° — 50> — 7c + 20cona = =2, b = =3y c = —4.

a. —32
b. —16
c. =29
d. —25

c. —29
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6. Evalta 5a° — 76" + 4c — Scona =2,b= —2yc= —5.

a. 13
b. —13
c. —17
d. —15
b. —13

.Evalda 4x’ — 7y’ — 5z —4dxconx = =2,y = —1lyz = —3,

a. 2

b. —2
c. —4
d. —5

L. Resuelve las operaciones siguientes. (Elige la opcion correcta.)

1. Halla la suma de los polinomios A, By C,donde A = 3x — 4y + 8a — 6,B=3y — 7x — a

—10yC=5a+y—x+ 8.

a.12a — 4x — 8y + 8
b. 14a — 5x — 8
c. —12a + 5x — 8
d.12a — 5x — 8
e. 12a —4x —y— 8

d. 12a — 5x — 8

. Resta el polinomio C de la suma de Ay B.

a.2a — 4x —y+ 24
b.2a — 3x + 2y — 24
¢c. 2a —3x — 2y — 24
d.2a —3x+ 2y — 24
e. 2a — 4x — 24

c. 2a —3x — 2y — 24
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3. Haz esta multiplicacién: (2x)(3x*y)(—4x°y).
a. 24x"y
. 24x"y?
—24x"
. —24x°)"
—24x")?

LIRSS

e. —24x%)
4. Efectda esta multiplicacion: (x — 2)(x* + 2xy + 4)°)

a. X’ + 4x*y + 8xy* — 8

b. X’ — 4x’y — 16x°y* — 8)°

c.x—8°

d. x>+ 8y

e. X’ — 4x’y — 8xy’ — 8)°

c. X’ — 8

5. Determina la expresion polinomial del area del rectangulo de la figura siguiente.

a.2x* + x— 10
b. 2x> — x — 10
=2 c. 23 — x + 10
d. 2x* + x + 10

Q2x +5)

a. 2x> +x— 10

6. Determina la expresion polinomial que corresponde al area del rectangulo de la figura si-
guiente.
a.x’ — 8x + 16

b. x* + 8x + 16
d. x> + 16

c. ¥ — 16
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7. Determina la expresion polinomial que corresponde al drea del cuadrado de la figura si-

guiente.
a.9x’ — 12x + 4
b. 9x* + 12x + 4
c. 9 + 6x + 4
d.6x* — 12x + 4
Gx + 2)

b. 9x* + 12x + 4

8. Determina la expresion polinomial que corresponde al volumen del cubo de la figura si-

guiente.
a. x> — 27
b. X’ + 9x* + 27x + 27
. X +9x* +27x+ 9
d.x + 3" + 9x + 27
(x+3)

b. X+ 9x* + 27x + 27

9. Haz esta divisién algebraica: (4x° — 5x° + 3x — 2) + (x + 1)
a. Cociente: 4x* — 9x + 12; residuo —14
b. Cociente: 4x° + 9x — 6; residuo 4
c¢. Cociente: 4x* — 9x + 13; residuo —10
d. Cociente: 4x” — 9x + 12; residuo 10

a. Cociente: 4x* — 9x + 12; residuo —14

10. Elimina los signos de agrupacion y reduce términos semejantes en
B2x—-—y—-—2)-2B&-2y+H —-5Q2x -3y + 2]
a.22x — 19y — 8
b. 20x — 21y — 10
c. 206 — 19y — 8
d.22x — 21y — 12
e. 20x — 21y + 10

b. 20x — 21y — 10
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11. Elimina signos de agrupacién y reduce términos semejantes en

{(—(—6x* + 8x — 7) — [5%* — (8x + 16) + (6x* — D]}

a. —5x* + 32

b. 5x* — 16x + 18
c. —5x* + 16x + 18
d. —5x* + 18

a. —5x* + 32

1. Halla la suma de los polinomios 4, By C, donde

A = 3a’b — 8ab® — 4ab — 7b + 2a — 8

B = a’b — 5ab* + 7ab + 3b — 5a — 10
C=8b— 3a+ 15ab’ + ab + 2a’b + 18

a. 6a*b + 2ab* + 4ab + 4b + 6a — 36

b. 5a°b + 2ab* + 3ab + 4b + Ga

c. 6a’b + 2ab® + 4ab + 4b — 6a

d. 6a’b + 2ab* + 5ab + 4b + Ga

c. 6a’b + 2ab® + 4ab + 4b — 6a

2. Resta la suma de los polinomios By C de A del ejercicio anterior.
A—-— B+ 0
—18ab* — 12ab — 18b + 10a — 16
18ab® — 12ab — 16b + 10a + 14

a.

b.

c. 6a’b + 18ab* — 12ab + 16b + 12a + 16
d. —18ab’* + 2ab* + 12ab + 16b + 12a + 14

a. —18ab* — 12ab — 18b + 10a — 16

3. Efectiia esta multiplicacion: (—2.96’2_);’)3(3.%'2_)/2)3
— 4x12y9

5412 y9

_216x12y15

. —216x"%’

216x"%’

& 80 T8

c. —216x"y"
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4. Haz la multiplicacién algebraica siguiente.
Gx® — x + 2)2x* + x — 3)
a.6x" +x° —6x*+5x—6
b.6x* + X — 14 + x + 6
c. 6x' — 5% + 14x° + 5x — 6
d. 6x" —8x — 105 — 7x + 6
e. 6+ — 87 +x+6

e. 6x'+x — 82 +x+6

5. Determina la expresion polinomial que corresponde al area del rectingulo de la figura si-

guiente.
a.15n" — 2n — 8

b. 151> + 2n + 2
BGn — 2) c. 157° +2n — 8
d. 157 + 2n + 8

Gn + 4)
c. 15#°> +2n — 8

6. Determina la expresion polinomial que corresponde al area del rectangulo de la figura si-

guiente.
a.x* — 12x — 36
. b. x> — 12x + 36
> =06 c. X — 36
d. x> + 36
(x + 6)
c. x* — 36

7. Determina la expresion polinomial que corresponde al area del cuadrado de la figura siguiente.

a.25x* — 10x + 4
b. 25x> — 20x — 4
c. 25x* + 20x + 4
d. 25x" — 20x + 4

Gx — 2)
d. 25x* — 20x + 4

8. Determina la expresion polinomial que corresponde al volumen del cubo de la figura siguiente.

a.x’ — 6x* + 12x — 8
b.x’ +3x>+ 12x + 6
c. X —6x+ 12x— 6
d x —6x°— 12x + 8

(x\z)
a. x> — 6x* + 12x — 8
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9. Haz la division algebraica siguiente.
(5x — 6x° + 8x” + 46) ~ (2x + 3)

a. 4x* — 9x + 16, residuo 2
b. 4x* + 3x + 7, residuo 67
c. 4x* — 7x + 15, residuo 0
d. 4x* — 9x + 16, residuo 0
e. 4x* — 9x + 16, residuo —2

e. 4x* — 9x + 16, residuo —2

10. Elimina los signos de agrupacién y reduce términos semejantes.
—2{3a — b+ w) — 4[6QQa — w — 4b) — 5 Ba — 4b — 2w)]}

. 30a + 26b — 26w

. —30a + 38b — 26w
30a — 38b — 26w

. —30a — 26b + 26w
—30a — 26b + 36w

SV N

d. —30a — 26b + 26w

11. Elimina signos de agrupacion y reduce términos semejantes.
Ga—3b+2c—19) —a+7b—c+6)+4a—b+ 2c—3)

. —14b + 11¢ — 37

. —14b + 10c — 37
14b + 11c¢ + 37

. —14b + 11¢ — 30
18a — 14b + 9¢ — 30

SNSRI

a. —14b + 11c — 37

I. Dados los polinomios x* — 2x — 3, 4x* + 2x + 1y 3x* + 5x — 7, efectiia los ejercicios 1y 2.
(Elige la opcion correcta.)

1. Halla la suma de los polinomios.

a.7x* +5x—9
b. 8" +5x+9
c. 8> +7x—9
d 8 +5x—9

d 8x*+5x—9
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2. Resta 4x” + 2x + 1 de la suma de los otros polinomios.
a)2x + 3
b) 2x* + x — 11
0 —2x —x— 11

A x—9
e)x— 11
e. x — 11

3. Efectiia esta multiplicacion algebraica: (—8x*)(—3x"y")".
a. 648x"y"
b. —648x"y"
c. 648x'%"!
d. —648x"y"
e. —648x"%*"

e. —648x"%y"!

4. Haz la multiplicacién algebraica siguiente.
(5x’ + 35" — 2x + D(4x — 5)
a. 20x* + 13x° + 23x° + 14x — 5

b. 20x — 11x° + 23x* + 16x + 5
c. 20x* — 158 + 1922 + 12x — 5
d. 20x" — 135 — 235> + 14x — 5
e. 20x — 13x° + 21x* + 18x — 5

d. 20x* — 13x° — 23x% + 14x — 5

5. Determina la expresion polinomial que corresponde al area del rectangulo de la figura si-

guiente.
a.2x’ + x + 36
b. 2x> — x — 36
x—4 ¢ 26— x+ 36
d. 2x* + x — 36
Q2x +9)
d. 2x* + x — 36

6. Determina la expresion polinomial que corresponde al area del rectangulo de la figura si-
guiente.

a. x> — 64

b. x* — 16x — 64
(=8 X — 16x + 64

d. x> + 64

(x+ 8

a. x> — 64




7.

Terminologia algebraica

Determina la expresion polinomial que corresponde al area del cuadrado de la figura si-
guiente.

a.25x’ — 15x + 9

b. 25x" — 15x — 9

c. 25x* — 30x — 9

d. 25x — 30x + 9

Gx — 3)

d. 25x> — 30x + 9

8.

Determina la expresion polinomial que corresponde al volumen del cubo de la figura si-
guiente.

a.x’ + 12x + 24x + 12

b. X’ + 12x + 48x + 64

c. X + 12x + 48x + 62

d.x’ + 12x + 54x + 64

& + P

b. x> + 12x + 48x + 64

9.

Efectia la division algebraica siguiente.
Bx — x + 28 — 27x) + (x — 3)
a. cociente: 8x* — 3x — 10, residuo —2
b. cociente: 8x* — 3x — 10, residuo 58
c. cociente: 8x°> — 3x + 10, residuo 12
d. cociente: 8x° + 3x — 15, residuo —5

a. cociente: 8x* — 3x — 10, residuo —2

10.

Elimina signos de agrupacion y reduce términos semejantes.
{(Bm — 2n)* — [(m* — 5mn — 7n*) — 5Gm*> — 6mn — I}
a. 13m*> — 15mn — 2n’
b. 5m* — 11lmn + 61’
c. 13m* — 13mn — 2n’
d. 5m* — 13mn + 2n*
e. 13m*> — 13mn + 2n’

d. sm* — 13mn + 2n*
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Factorizar una expresion algebraica es reescribirla como el producto de sus
factores. Por ejemplo, x* — )” puede expresarse como

x+ »x — )

La multiplicacion algebraica consiste en encontrar el producto de dos o mas
factores. En este capitulo aprenderemos a resolver el problema inverso: dado
un producto, determinaremos sus factores. Limitaremos nuestro estudio a la
descomposicion en factores de polinomios con coeficientes enteros.

Es importante tener presente que no todo polinomio puede factorizarse.
Asi como en aritmética hay nimeros primos, también en algebra hay polino-
mios primos, aquellos cuyas expresiones algebraicas s6lo son divisibles entre
ellas mismas y la unidad; es decir, no pueden expresarse como el producto
de otras expresiones algebraicas. Los siguientes son algunos ejemplos de po-
linomios primos

a+b
x2+yZ
3x + 59°

Veamos a continuacion tipos de factorizacion de polinomios.

Factorizacion de polinomios cuando todos
sus términos tienen un monomio factor comun

Cuando cada uno de los términos de un polinomio tiene un factor comun, la ley
distributiva de la multiplicacién nos permite expresarlo como el producto de
dos factores, de los cuales uno es el monomio factor comun. Por ejemplo

2a + 2b = 2(a + b)
ax — ay = alx — y)

Para efectuar este tipo de factorizacion se siguen los pasos descritos a
continuacion.

Factorizacion

Factorizacion de polimonios
cuando todos sus términos
tienen un monomio factor

comun

Diferencia de cuadrados
Trinomio cuadrado perfecto

Factorizacion de trinomios
cuadréticos de la forma
X2+ bx + ¢

Factorizacion por
agrupamiento

Factorizacion de trinomios
cuadrados de la forma

ax’ + br + ¢, por agrupacion,
cona, by centerosy a#0

Factorizacion de suma
y diferencia de cubos

Teorema de binario
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Factorizacion de polinomios cuyos términos tienen un monomio factor comuin

1. Se determina el maximo factor comin (mrc) de los coeficientes numéricos
de los términos del polinomio, el cual, como recordaras (capitulo 3), es el
maximo comun divisor; en otras palabras, el mrc es el nimero que resulta
del producto de los factores primos comunes a todos ellos afectados por sus
potencias minimas.

2. Se encuentra el mrc de las partes literales de cada uno de los términos del po-
linomio, el cual sera el producto de los factores literales comunes a todas ellas
afectadas por su minima potencia.

3. Se localiza el mrc del polinomio, el cual es el monomio que resulta al multipli-
car el maximo comun divisor de los coeficientes numéricos del polinomio por
el mrc de las partes literales de sus términos.

4. Se expresa cada uno de los términos del polinomio como el producto del mrc
por el monomio que resulta al dividir cada término entre dicho mrc.

5. La expresion que resulta del paso anterior se factoriza aplicando la propiedad
distributiva de la multiplicacion.

m Determina el maximo factor comin (mrc) de los polinomios siguientes y factorizalos.
a. 8a’ — 32a’ — 24a

Solucion

Observa que 32 y 24 son divisibles entre 8; por tanto, este nimero es el maximo factor
comun (mrc) de 8, 24 y 32 (pues 24 = 8 X 3; 32 = 8 X 4).

El mrc de la parte literal es a; por ende, el mrc del polinomio es 8a. Asi, tenemos que

2 3 _
8a’ — 32a’ — 24a = 8&1(81) - 86{32—@) + Sa( 24“)
8a 8a

8a
= 8a(a) + 8a(—4a®) + 8a(—3)
= 8a(a — 4a’ — 3); luego
= 8a’ — 324’ — 24a
= 8a(a — 4a’* — 3)
b. 16x°y* — 24x*y’z — 40x°y°b

Primero descompongamos los coeficientes numéricos en sus factores primos.

16 2 24 2 40 2
8 2 12 2 20 2
4 2 6 2 10 2
2 2 3 3 5 5
1 1 1
16 = 2¢ 24 =2"%x3 40 = 2°x 5

El Gnico primo que aparece en las tres descomposiciones es el nimero 2, y su minima poten-
cia es 3; por tanto, el mrc de los coeficientes numéricos del polinomio es 2°> = 8.

Los factores comunes de las partes literales son xy y sus minimas potencias son 3 y 2, respecti-
vamente; por tanto, el mrc de las partes literales es x’)”. Asi, el maximo factor comin del polinomio
es 8x7)%; luego




Factorizacion de polimonios cuando todos sus términos tienen un monomio factor comudn

3.2 4,2 5.,3
16x°y* — 24x"y*z — 40x°y°b = 8x°y* 16xs y2 - 24x3y2z - 40x3y2b
8x’y 8x’y 8x’y

=8x7y*(2 — 3xz — 5x°yb)

1. Determina el mdximo factor comiin (mrc) de los polinomios siguientes y factorizalos.

1. 20ab® — 15a°b 6. 56ax’ — 14x°y* — 28x°

2. m° — 2m* + 6m 7. 150°m® — 60n’m* — 35nm’
3. 25 — 15 — 10y 8. ax’ — yx* + 6x°

4. 54x*y° — 18x)* + 36ax’y’ 9. &% — 8x° — 7x'

5. 15x)° — 35x%y + 20x7)° 10. 35m’n — 42m'n* + 21m’n®
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1. ax + bx 17. 4x — 24y

12. 2a — 8b 18. 6xy — 3)°

13. 8x° — 124" 19. a(x + 2) + blx + 2)
14. na — ma 20. 2(y — 3) —y(y — 3)
15. 2x + &° 21. 5x(b — 6) — 4(b — 6)
16. > + 3b 22. 7a(a — b) +a— b
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23.an+6)+n+6 24. x(c+ 1) —c— 1

25. x(y +2) — y — 2

Diferencia de cuadrados

Recuerda que al multiplicar dos binomios conjugados, el producto que resulta es
una diferencia de cuadrados; por tanto, toda expresion de este tipo puede expresar-
se inversamente como el producto de dos binomios conjugados. Por ejemplo:

a’ — b= (a—+ ba— b)

Para factorizar una diferencia de cuadrados se siguen estos pasos.

Procedimiento para factorizar una diferencia de cuadrados

1. Se extrae la raiz cuadrada de cada uno de los términos.

2. Se construye un binomio con las raices obtenidas en el paso anterior, escri-
biendo el signo negativo (—) entre ellas. (También puede ser el signo +.)

3. Se multiplica el binomio que resulta del paso anterior por su conjugado.

Respecto a la raiz cuadrada de la parte literal de un monomio, recuerda que:

Vx? = |x|; decir,
Vxl =xsix>0
= —xsix<0
=0six=0
Sin embargo, como sefnalamos en el capitulo 2, cuando aparezcan literales den-
tro de un radical en esta obra supondremos que representan nimeros positivos a
fin de que las respuestas se expresen sin signos de valor absoluto. Para encontrar

la raiz cuadrada de un término literal que tenga como exponente un multiplo de 2
(como 2, 4, 6, 8,... etc.) utilizaremos la regla siguiente:

Jxm = a0

Estos son algunos ejemplos

Jx® = x% = 53
\/?:ys/z :y4

A continuacion se presentan algunos ejemplos de este tipo de factorizacion.
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Factoriza completamente las expresiones algebraicas siguientes.

a.x*—9
Solucién
Jx? = x
Jo=3
Luego

X =9 =(x—3)(x+3)

o también se puede expresar asi, de acuerdo con la propiedad conmutativa de la multipli-

cacion
(x = 3)x +3) = (x + 3)x — 3)
b. 25y — 16
Solucién
\/ﬁ =5y
V16 = 4
Por tanto

25" =16 = 5y — H(Gy + 9
c. 6n* — 6m*

Solucion

Observa que 6 es un factor comudn de los términos del binomio; luego
6n* — 6m?* = 6(n* — md
A continuacién descompongamos n° — m’ en sus factores
6(n* — m® = 6(n + m)n —m) = 6(n — m)(n + m)
d. b'(y —2) — 64(y — 2)
Solucién

Primero observa que (y — 2) es un factor comun de los términos de la expresion anterior;
por tanto

b(y —2) — 64(y — 2) = (y — 22" — 64
A continuacién descompongamos en sus factores la expresion b° — 64

(y —2)(B* — 64) = (y — 2)(b — 8)(b + 8

1. Factoriza completamente las expresiones algebraicas siguientes.

1.y — 81 2.16 — y° 3.0 -1




Diferencia de cuadrados

. 100 — w’ 10. y* — 4 16. 36m”* — 1
. 25 — 49y° 11. 25x° — 36 17. 4 — 49a°b

a*—o9 12. 4a* — 1 18. y° — 16
L3600 — 1 13. ax’ — 16a 19. x’(x + 3) — Y(x + 3)
. 64b* — 25 14. bx* — b 20. a’(m — n) — 4(m — n)
. 166°> — 100y” 15. 64z — 81 21. d’(x — ) — (x — p)
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22. a*@*— 1) — 9a* — 1) 23. (1 — x5 — V(A — 1D 24. a® — a

Trinomio cuadrado perfecto

Un trinomio cuadrado es perfecto cuando es el producto de un binomio al cuadra-
do. Asi, el trinomio x> + 2xy + ) es cuadrado perfecto porque es el producto que
resulta al elevar x + y al cuadrado; es decir

x+y=x"+2xy+)

Cuando se requiere factorizar un trinomio cuadrado es recomendable verificar
si se trata de un cuadrado perfecto. Para hacerlo es importante tener presente sus
caracteristicas:

* Si el trinomio esta ordenado en relaciéon con una literal, su primero y ultimo
términos son positivos y tienen raiz cuadrada perfecta.

* El segundo término es el doble del producto de las raices de los términos
cuadraticos, en valor absoluto, es decir, sin importar el signo que le precede.

La factorizacion de un trinomio cuadrado perfecto es el cuadrado del binomio
que resulta al extraer raiz cuadrada de los términos cuadraticos, escribiendo entre
ellos el signo del término no cuadratico.

Comprueba que los trinomios siguientes son cuadrados perfectos y factorizalos.
a. 4x* + 20xy + 25)°

Solucion

J255% =5y
22x)(5p) = 20xy
Por consiguiente
4x* + 20xy + 25" = 2x + 59)°
b.y" — 16y + 64

Solucion
Jy' =y
J64 =8
2()(8) = 16y
Por tanto

Y = 16y + 64 = (y — 8



Factorizacién de trinomios cuadrados de la forma x* + bx + ¢

1. Indica cudles de los trinomios cuadrdticos siguientes son perfectos y factoriza los que lo sean.

1. 4x° — 4dxy + 7

6. n* + 18n + 64

2. 49x%° — 42xy + 9y’

7. x> — 12x°y + 36y°

3. 364> — 30ab + 25b°

8. 9n* + 48nm + G4m?*

4. 254> + 40ab + 16H°

9. b — 10b + 36

5.9 — 10y — 25

10. & + 14a + 49

Factorizacion de trinomios cuadrados de la forma x> + bx + ¢

Las expresiones de este tipo —por ejemplo, x* — 7x + 12, x* + 9x + 14—, que re-
presentan polinomios que no son primos, son polinomios que pueden factorizarse
y resultan de multiplicar dos binomios de la forma (x + m)(x + n) que tienen las

caracteristicas siguientes:

e Tienen un término comin, el cual es la raiz cuadrada del término x°, es

decir, x.
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¢ Los términos no comunes son aquellos que al sumarse resultan en el valor
del coeficiente del término bx; es decir, igual a b y cuyo producto es igual a
¢. De acuerdo con esto:

mn = ¢
m+n=2>=

Veamos algunos ejemplos.

a. Factoriza x* + 3x — 10.

Solucién
(x + 5)(x — 2) es la factorizacion de x* + 3x — 10 debido a lo siguiente:

* Los binomios que se multiplican tienen a la literal x como término comun.
¢ El producto de los términos no comunes es —10.
¢ La suma de esos términos no comunes es 5 + (—2) = 3.

b. Factoriza x> — 10x + 16
(x — 8)(x — 2) es la factorizacion de ¥’ — 10x + 16, ya que:

* Los factores (binomios) tienen a x como término comun.
* El producto de sus términos no comunes es (—8)(—2) = 16.
e La suma de sus términos no comunes es —8 + (—2) = —8 — 2 = —10.

De lo expuesto en el ejemplo anterior puede deducirse la regla siguiente para
factorizar este tipo de trinomios cuadraticos.

Factorizacion de trinomios cuadrados de la forma x* + bx + ¢

Los factores de un trinomio cuadrado de la forma x* + bx + ¢, no primo, son
dos binomios con un término comun, el cual se obtiene al sacar raiz cuadrada al
término cuadritico (x%). Los otros dos términos de los binomios son dos niimeros
cuyo producto es ¢ y cuya suma es b.

m Factoriza los trinomios cuadrados siguientes:

a. x* + 7x + 12

Solucion

Primero encuentra todos los pares de nimeros enteros cuyo producto sea 12 y después, de
esos pares, selecciona aquel cuya suma sea 7.

Como el producto (12) es positivo, los dos nimeros que se buscan deben ser del mismo
signo, y como la suma (7) también es positiva, los dos nimeros que se buscan deben ser
ambos de signo positivo.

Suma de los factores
1 12 13
3

Los numeros buscados son 3 y 4. Ahora se factoriza el trinomio utilizando esos nimeros:

X+ T7x+ 12 = (x + H(x + 3)
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b. x>+ x— 20

Primero se determinan todas las parejas de nimeros cuyo producto sea —20 y después, de
todas ellas, se selecciona aquella cuya suma sea igual a 1. Como el producto de los nimeros
buscados es —20, es obvio que dichos numeros tienen signos diferentes y el signo de aquel
con mayor valor absoluto sera el signo del coeficiente de la x.

Suma de los factores

1 —20 —19
2 —10 -8
4 -5 -1
5 —4 1
10 =2 8
20 -1 19

Los nimeros que se buscan son 5y —4. Ahora se factoriza el trinomio utilizando esos na-
meros:
X4+ x—20=(x+5x—4
c. ¥ — 5x — 36
Nuevamente se determinan primero todos los pares de nimeros enteros cuyo producto sea
(—306) y después, de todos ellos, se selecciona la pareja cuya suma sea (—5). Como el pro-

ducto (—306) es negativo, los nimeros buscados tendrin signo diferente (aquel con mayor
valor absoluto sera negativo).

Suma de los factores

1 —36 -35
2 —18 -16
3 —12 -9
4 -9 =5
6 -6 0
9 —4

18 —2 16

36 -1 35

Los nimeros buscados son 4 y —9. En seguida se factoriza el trinomio
X —5x —36=(x+4Hx—9)
d. x* — 10x + 24

En este ejemplo el producto (24) es positivo, lo cual indica que los dos nimeros buscados
tienen el mismo signo. Por otro lado, su suma (—10) es negativa, lo cual indica que los dos
numeros buscados tienen signo negativo.

Suma de los factores

-1 —24 —25
—2 —12 —14
—4 -6 —10

=3 -8 —11
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Los nimeros buscados son —4 y —6; ahora se factoriza:
X —10x + 24 = (x — 6)(x — 4)

Es importante sefalar que, dado el trinomio x> + bx + ¢, con b y ¢ enteros, no
siempre pueden encontrarse enteros m 'y n tales que mn = cym + n = b.

Por ejemplo, si se da el trinomio x° + 2x + 4, no es posible encontrar dos en-
teros tales que su producto sea 4 y su suma sea 2.

En estos casos el trinomio es irreducible en enteros.

» Regla del discriminante para verificar si un trinomio cuadrado se puede factorizar

Cuando se trata de factorizar un trinomio cuadrado de la forma x> + bx + c o
ax® + bx + ¢ (veremos este tipo de factorizaciones mas adelante) puede ocurrir que
se presente gran dificultad. En este caso es recomendable comprobar si el trinomio
es un polinomio primo; en otras palabras, hay que verificar si el trinomio puede
factorizarse, para lo cual puede emplearse la regla del discriminante.

La férmula del discriminante (d) es d = b* — 4ac, donde:

a = coeficiente de x°
b = coeficiente de x
¢ = término independiente o constante

Regla del discriminante para determinar si un trinomio cuadrado puede
Jactorizarse

* Si el discriminante de un trinomio cuadrado escrito de la forma x* + bx + ¢ o
ax’ + bx + c tiene raiz cuadrada perfecta, entonces la expresién puede fac-
torizarse.

* Si el discriminante no tiene raiz cuadrada perfecta, entonces la expresion es
un polinomio primo; es decir, solo es divisible entre si misma y entre la uni-
dad; por tanto, no puede factorizarse.

* Si el discriminante es cero, entonces el trinomio es cuadrado perfecto.

Determina si los trinomios cuadrados siguientes pueden factorizarse.

a.2x’— 7x+ 6

Solucién
En este caso,a = 2; b = —7 y ¢ = 6, de manera que el discriminante es
d = b — 4ac
d= (=7 - 4Q2)6)
d =49 — 48
d=1

J1=1

Luego, 2x° — 7x + 6 si se puede factorizar.

b.x* — 10x + 3
Solucién
Aquia = 1; b = =10y ¢ = 3, de manera que el discriminante es
d=b"— 4ac
d = (-10)* — 4D3)
d =100 — 12
d = 88

Como 88 no tiene raiz cuadrada perfecta, entonces x* — 10x + 3 no puede factorizarse.



Ejercicios 4

1. Factoriza las expresiones algebraicas siguientes.

Factorizacién de trinomios cuadrados de la forma x* + bx + ¢

1. %% + 7x + 10 508 —6x—7 9. X —x—2

2.5 -8+ 15 6. X + x — 20 10. &* + 9x — 22
3. — 7x — 18 7. X — 4x +3 11. x° + 5x — 24
4. X + 11x + 28 8. x —x— 12 12. X + 3x + 2
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13. 8 —4x — 5 16. &% — x — 42 19. x> — 7x — 18
14. ¥* — x — 30 17. ¥ — 9x + 14 20. x* — 10x + 24
15. % + x — 42 18. &% + 11x + 24 21. x* — x — 56

Factorizacion por agrupamiento

Cuando un polinomio consta de cuatro términos, a veces éstos pueden factorizarse
mediante un arreglo conveniente que consiste en reescribir la expresion algebraica
como dos binomios agrupando adecuadamente los términos, como se muestra en
el ejemplo siguiente.

Factoriza completamente las expresiones siguientes.
a. bx + by + 3x + 3y

Solucion

Observa que los primeros dos términos tienen como factor comun el coeficiente literal b.
Asimismo, los ultimos dos tiene como factor comin el coeficiente numérico 3.
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Por ello, podemos agrupar entre paréntesis los primeros dos términos del polinomio, asi
como los dos ultimos.

(bx + by) + Bx + 3p)
blx + ) + 3(x + )

Observa que x + y es factor comun de los términos de la expresion anterior, de manera
que

bx + ) +3x+ =&+ b+ 3)
b.5x" —30x —x + 6

Nota que si agrupamos los primeros dos términos del polinomio, éstos tienen como maxi-
mo factor comun el monomio 5x; luego:

5% — 30x = 5x(x — 6)

De acuerdo con lo anterior, el polinomio se puede factorizar agrupando sus términos como
se indica a continuacién

(55 — 30x) — (x — ©),
y al factorizar el primer binomio resulta
5x(x — 6) — (x — 6)
Como (x — 6) es factor comun de los términos del binomio anterior, entonces
S —30x —x+6=((x—6)Gx—1)
c. X +6x+9—y

Observa que los primeros tres términos de la expresion anterior forman un trinomio cua-

2 . ) . . .
drado perfecto y que y” tiene raiz cuadrada perfecta; por consiguiente, para factorizar el
polinomio agrupemos entre paréntesis sus primeros tres términos

XHox+9 -y =0"+6x+9 —)°
de donde resulta
(x+3)°—y
luego
X+ 6x+9 -y =[x+ 3 —)Hlx+ 3+l
XHox+9 -y =—-—y+3Ax+y+3)

1. Factoriza completamente las expresiones algebraicas siguientes.

1. nx + ny + 5x + 5y 2. wx — wy + 7bx — 7by
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3.4 — bV +2a+2b

7. 6x* — 48x — x + 8

4. a* — 2ab + b* — 4

8. 2a® — 4ab — 3ab + 6V

5. 6x + 18 + ax + 3a

9. 2x" + 5x* — 2xy° — 5)°

6.a° — b* — 8a — 8b

10. y* — 12x + 36 — »*




11. 155 + Gax + 20xb + S8ab

Factorizacién por agrupamiento

15. 0 —y—x + x%

12. 9 — 10y + 25 — u®

16. 8ax + 2a — 4bx — b

13. 9 = 2y —xy + 2x

17.3a> —a + 3a — 1

14. 15x* — 12x — 10x + 8

18. 2x* + 8x — 5x — 20
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19.ax —a+bx’ — b

20. X’ — 5x° — 9x + 45

Factorizacion de trinomios cuadrados de la forma ax® + bx + c, por agrupacion,

cona, bycenterosya # 0

Los siguientes son los pasos que han de seguirse para factorizar este tipo de trino-

mios por agrupacion.

Factorizacion de trinomios cuadrados de la forma ax* + bx + c, por
agrupacion, con a, b'y c enteros y a # 0

1. Se encuentra el producto ac.

2. Se encuentran dos nimeros cuyo producto sea ac y cuya suma sea b.

3. Con los numeros hallados en el paso anterior, se reescribe el término bx como
la suma algebraica de dos términos cuyos coeficientes numéricos sean los na-
meros obtenidos en el segundo paso.

4. Se factoriza por agrupacion.

Por ultimo, recuerda que no todo trinomio de este tipo puede factorizarse, de
forma que puedes utilizar la prueba del discriminante, si lo consideras conveniente,
para comprobar si una expresion de este tipo es factorizable.

a. Factoriza la expresion algebraica 5a° — 8a + 3.

Solucion

En este problema,a = 5, b = —8y c = 3.

Paso 1. ac = 5(3) = 15
Paso 2.

Paso 3. — 8a = —3a — 5a; por tanto:

Suma de los factores

15 16
5 8
~15 ~16
-5 -8



Factorizacion de trinomios cuadrados de la forma ax* + bx + ¢, por agrupacion

Paso 4. 5a° — 8a + 3 =5a" — 3a — 5a + 3
= (54’ — 3a) + (=5a + 3)
= (a’ - 3a) — 5a — 3)
a(5a — 3) — 5a — 3)
BGa — 3)a — 1

b. Factoriza el trinomio cuadrado 14#n* — 41n + 15.

Solucién
En este trinomio, a = 14, b = —41y ¢ = 15.

Paso 1. ac = 14(15) = 210

Paso 2. Como ac es positivo y b es negativo, los dos nimeros buscados son negativos.

Suma de los factores

-1 —210 —211
-2 -105 -107
-3 —70 ~73
=5 —42 —47
-6 -35 -41
=7 ~30 =557

-10 —21 =5l

—14 -15 —29

Paso 3. —41n = —6mn — 35n; luego

Paso 4. 14n* — 6n — 35n + 15 = (14n* — 6m) + (—35n + 15)
= (14n* — 6n) — (351 — 15)
=2nn—3)—507n—3)
=0n—3)Q2n —5)

Ejercicios 6

1. Factoriza las expresiones algebraicas siguientes.

1. 66 — 19x + 3
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2.2 +3y -9

3.2a> — 5a + 2

4.2x* + 5x + 3

5.2x* —x— 3
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6.8 —2x— 3
7.4x* — 8x + 3
8.3 —x— 10

9. 3x* + 20x + 25
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10. 7x° — 9x + 2

11. 6x% — 23x — 4

12. 35" — x — 14

13. 55" — 29x — 6
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Factorizacion de suma y diferencia de cubos
Consideremos el producto (x + N> — xy + 7).
4+ PO —ay + 9D =+ x(x — ay + 9D + P& — xp + 1D
=x -y +x)+ 9 —xpf + )y
=x +)
Asimismo, puede comprobarse que (x — (" + xy + ) = x° — )’

Por tanto, para factorizar una suma de cubos en dos factores se seguirdan los
pasos descritos a continuacion.

Factorizacion de suma y diferencia de cubos

1. El primer factor se construye como la suma de las raices cibicas de sus tér-
minos.

2. El segundo factor se construye sumando los cuadrados de dichas raices cubi-
cas y a esa suma se le resta el producto de sus bases.

Factoriza las sumas de los cubos siguientes. Ejemplo 9
a.x + 8
Solucién

a.x’ +8=(x+2)x* —2x+ 2)
=+ 2 — 2x + 4)
b. X + 64
Solucion
b. x* + 64 = (x + H(* — 4x + 16)
c. 8 + 1
Solucién
c. 8 +1=2x)°+ Q)
= 2x + DIQ2x)* — )1 + (1)
=Qx+ DUEx* —2x+ 1)
d. 125y + 270’
Solucién
d. 125y + 27b° = (59)° + (3b)’
= (5y + 3DIGY* — GMGED) + (3b)’]
= (5y + 3b)(25)* — 15by + 9b%)

La diferencia de cubos se descompone de manera analoga, sélo que:

* Fl primer factor se construye como la diferencia de las bases de los cubos.
* Fl segundo factor se construye como la suma de los cuadrados de dichas
bases sumadas con su producto.

Factoriza las diferencias de los cubos siguientes. Ejemplo 10
a.27a’ — 8
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Solucion
a.27a’> — 8 = 3a)* — (2)°
= (3a — D[Ba)® + 3a(2) + (2))
= Ba — 294> + 6a + 4]
b. 64w’ — 125

Solucion
b. 64w® — 125 = (4w)® — (5)°
= (4w — SEw)* + 4w(5) + (501
= (4w — 3[16uw* + 20w + 25]

1. Factoriza completamente las expresiones algebraicas siguientes.

1.5 — 27 4. n® + 125 7.27 — 125)° 10. x* — 64

2. 4% + 64 5. 8a° — 216b° 8. 8v° — 216 11. 2w’ + 16

3.1—y° 6. 64y° — 1 9.27x — 1 12. y? + 216
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» Recomendaciones generales para la factorizacion de polinomios

Después de haber leido la teoria, de haber visto los procedimientos —en algunos
casos, paso por paso— y de haber resuelto los ejercicios entenderas cabalmente las
recomendaciones que siguen.

Recomendaciones para la factorizacion de polinomios

1. Determina si los términos del polinomio tienen un factor comun diferente de
1; de ser asi, debe extraerse.

2. Si el polinomio tiene dos términos, determina si es una diferencia de cuadra-

dos, una diferencia de cubos o una suma de cubos.

. Si el polinomio es un trinomio cuadrado, establece si es un cuadrado perfecto.

4. Si el polinomio tiene cuatro o mas términos, trata de factorizar por agrupa-
miento.

5. Factoriza completamente el polinomio; es decir, en caso de que se haya utiliza-
do una técnica de factorizacion es preciso que revises si los factores obtenidos
pueden factorizarse ain mas.

w

Factoriza completamente los polinomios siguientes m
a. 3x* — 48 = 3(x* — 16)
b. 3x* — 6x — 24
c. 16a — 254°
d a(x*—9 — & -9
Solucién

a. 3%’ — 48 = 3(x* — 16)
=3x—4Dx + 4
b. 3x> — 6x — 24 = 3(x* — 2x — 8)
=3 — 4 + 2)
¢. 16a — 25a° = a(16 — 25a°)
= a(4 — S5a)4 + 5a)
dax =9 - & -9 =" —N0@ - D
= —-3)(x+3)a—Da+1

Teorema del binomio

Analicemos los desarrollos binomiales siguientes:

(a+ b?*=ad" + 2ab + b*
(a+ b’ =a+ 3a’b + 3ab®> + b’
(a + b = a" + 4a’b + 6a’b* + 4ab® + b

(a + b’ =ad + 54'b + 10a°* + 10a°0° + 5ab* + b
Si n representa el exponente de cada binomio, observa lo siguiente:

¢ El numero de términos de cada desarrollo es 7 + 1.

¢ Para cada término la suma de los exponentes de las partes literales a y b es n.
* El primer término de cada desarrollo es a”.

e El dltimo término de cada desarrollo es b".

¢ El exponente de a disminuye de uno en uno.

* El exponente de b aumenta de uno en uno.



218

Capitulo 7 Factorizacion

Los coeficientes de cada uno de los términos también siguen una pauta. Para
ilustrarlo mejor escribiremos los coeficientes de los desarrollos de (a + b)°, (a + b)',
(a + b)’, (a + b)'y (a + b)’ en forma triangular, como se muestra a continuacion.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Observa en el triangulo anterior que cada nimero interior es la suma de los que
estan colocados directamente arriba de é€l.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Los numeros del ultimo renglon son los coeficientes del desarrollo binomial
(a + b)% es decir (a + b)° = a°® + 6a’b + 154'b* + 20a’b® + 15a*b* + 6ab’ + b°.

Utilizar el tridngulo de Pascal para el desarrollo de un binomio no es prictico
cuando el valor de # es grande. Afortunadamente, existe un método que nos facilita el
desarrollo de expresiones de este tipo, el cual se conoce como teorema del binomio.

Antes de escribir la férmula de dicho teorema explicaremos lo relacionado con
los conceptos factorial y coeficientes binomiales de la forma (:’), ya que la férmula
los implica.

r Factorial
Para un numero natural, la operaciéon » factorial, representada por el simbolo 7!,
se define como el producto de todos los enteros positivos desde 1 hasta 7, ambos
inclusive. De acuerdo con esto

=1

20=1X2=2X1

31=1X2X3=3x2x1

4 =1X2X3X4=4X3X2X1

51 =1 X2X3X4X5=5X4X3X2X1

n'=nn—1Dn —2)m—3)...1Q)

Resuelve 7!

Solucion
7! = 7(6)(G)@DHB)(2)(1) = 5040

0! por definicion es igual a 1, lo cual es lo mismo que 1!; esto significa que
o0=11=1



Teorema del binomio

r Coeficientes binomiales

Si 7 y n son nimeros enteros no negativos, donde 0 = » =< n, entonces el coeficiente
binomial de la forma (:‘) se define por la expresion

()=

B r'(n—r)!

En los ejemplos siguientes veremos como evaluar coeficientes binomiales con
esta formula.

Evalua los coeficientes binomiales siguientes.

Solucion

9]: 9!
4) 419 —4)!

9!
41(5)!

_9X8XTXG6X5!
4X3X2X1X5!

=126

b.(gJ

Solucion

6 6! 0!
- -~ =1
( 10 j 016 —0)! 1(6!)

En general, para todo nimero natural 7:

(gj

Solucion

s )__ 8 _ 8 _
8 ) 8X8—8)! 80!

El coeficiente binomial (f) se lee: “el nimero de combinaciones de n elementos
tomados r a la vez”. Las combinaciones no son objeto de estudio en este libro; sin
embargo, tienen mucha aplicacién en diversas areas de las matematicas, como su-
cede en el estudio de la probabilidad.
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Ejemplo 14

Capitulo 7 Factorizacion
» Teorema del binomio

Teorema del binomio

Para todo 7 entero positivo, entonces:
@+ =" lae +| " |la o+ | " a2 +| " a2+ + | T |t
0 1 2 3 n

a. Utiliza el teorema del binomio para desarrollar (3x + 2)°.

Solucion

(3x +2)° =[Z](3x>5<2)° +®(3x>4(2>+@(3x>3(2)2 +[§](3x>2(2)~” +[ZJ(3x)(z)4 +[Z](ax>°(2)5
= 243x° + 5(81xH(2) + 10(27x°)(4) + 10(9xH)(8) + 5(3x)(16) + 32
= 243x° + 810x" + 1080x° + 720x% + 240x + 32

b. Aplica el teorema del binomio para desarrollar (x — 3)".

Solucion

(x - 3p)" =[§](X)4(—3y)° +(f]x5<—3y)l +(§]x2(—3y)2 +[§Jx(—3y)3 +[i]x°(—3y)4

= x' + 4°(—3)) + 6x7(9)D) + 4x(—27)%) + 81y'
= x' — 12y + 545" — 108x)” + 81y"

Uso del teorema del binomio para encontrar el »—ésimo término
de un desarrollo binomial

Observa que en el desarrollo de (a + b)" el exponente de b en el r-ésimo término
esr—1lyeldeaesn —r+ 1.

De acuerdo con esto, el »-ésimo término del desarrollo se obtiene con la ex-
presion

P P . n (r— _
r-ésimo término = [ P Ja" r=Dprt

a. Encuentra el cuarto término del desarrollo de (3a — 2b)*.

Solucion

En este caso tenemos que n = 4; r = 4;r — 1 =3, yn — (r — 1) = 1; por tanto
Cuarto término =[ g j(3a)l(—2b)3

Cuarto término = 4(3a)(—8b%)
= —96ab’
b. Determina el quinto término de (x + 2y)°.
Solucién

Aqui,n =6;r=5,r—1=4,yn— (r— 1) = 2; por consiguiente

Quinto término =( 2 j(x)z(Zy)4
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1516y
240x%y"

Quinto término

¢. Encuentra el término medio de (x> — y3)1°.
Solucion

El desarrollo consta de n + 1 términos; es decir, de 11; luego, el sexto término es el medio
o central. Entonces tenemos que n = 10; 7 = 6;r — 1 =5, yn — (r — 1) = 5; luego

Término medio =( 150 j(xz)s(brlys)5

Término medio = —252x'%y"

Ejercicios 8

1. Desarrolla cada una de las expresiones algebraicas siguientes y simplifica.

1. Gx + ) =

2. 2x + )’ =
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3. (a@> — 20> =

4. (m — n) =

II. Determina el término que se indica en cada uno de los desarrollos binomiales siguientes. Re-
cuerda que

r—1

- 1](ﬂn(r1)br1) _ (L)(anrJrl)(brl)

r-ésimo término = (

5. Halla el cuarto término del desarrollo del binomio (x + 2y)6

a. 160x°y’
b. 150x°y"*
c. 120x°y°
d. 160x*y*
e. 160x"y

c. 120x°y°
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6. Halla el decimoquinto término del desarrollo del binomio (3a + b)'°.

a. 144a’b"
b. 760a°b™
c. 1060a°b"!
d. 1080a°b"*
e. 106004a"b

d. 1080a4*b"

7. Halla el quinto término del desarrollo del binomio (x* + y*)".

a 495x16y12
b. 495x*y"
c. 495x%
d. 515x'%)"2
e. 520x'%y"

o 495xl6y12

8. Halla el cuarto término del desarrollo del binomio (x* — 3y)°.

. 1024x"%y?
1644x"y’
—1512x"%
. 1344x°%°
1512x"%°

SRR

c. —1512x'%’

9. Halla el sexto término del desarrollo del binomio (2x + y*°®.

a. 450x°)°
b. 525x'°)
c. 448x°y°
d. 44852)"°
e. 448x"y’

d. 448x°)"°
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10. Halla el cuarto término del desarrollo del binomio (x* — 3y)’.

a. —945x%°
b. —1045x%°
c. —1045x%?
d. —945x%°
a. —945x°%°
11. Halla el término medio del desarrollo del binomio (x — 5y)°.
a. —2400x’y’
b. 2400x°)°
c. —2500x°)°
d. 2500:%
e. —2600x°)’
c. —2500x%)°

L. Factoriza completamente las expresiones algebraicas siguientes.

1. 4n° — 4n 3.x° +5x — 14

a. 4n(n — Dn + 1) a. (x + 7D(x — 2)

b. 4n(n — D(n — 1) b. (x — Dx — 2)

c. 4n(n + D(n + 1) c. (x— Dx + 2)

d. 4n(n* + 1) d (x+ Dx+ 2)

a. 4n(n — D(n + 1) a. (x + 7)(x—2)

2.2a* — 12a + 18 4. 4a'b — 4ab

a. 2(a®> — 6a + 9) a. 4ab (@ — 1)

b. 2(a + 3)* b. 4ab(a — 1)a@* — 2a + 1)

c. 2(a — 3)? c. 4daba— D@ +a+1)

d. Qa + 2)a — 9) d dab @ —a+1

c. 2(a — 3)° c. 4ab(a — D@* +a+ 1)




5. a’b — a’’

a. a’bla — by’

b. a’b(a + b)*

c. a’bla — b)(a + b)
d. (@ - b)a* — b)
3x' o — Px + )

o

c. a’bla — b)(a + b)

Evaluacion

9. 6x* — 13x + 5
a. Bx —5Q2x — 1)
b. (bx —5)x — 1)
c. (bx — D(x —5)
d. 3x — 1DQ2x — 5)

a. Gx —5)Q2x — 1)

. 3% + 9x — 30

a. Bx — 5)(x — 10)
b. 3(x — 5)(x — 2)
¢ 3(x — 5)(x + 2)
d. 3(x + 5)(x — 2)

d. 3(x + 5)(x — 2)

10. x* — 7x — 18
a. (x + 9NDx — 2)
b. (x — 60)(x + 3)
c. (x —9Dx + 2)
d. (x+ 2)(x + 9

c. (x— 9Dx + 2)

. 4a’ + 4ab + b

a. (4a + b)a + b)
b. (4a — b)a — b)
c. Qa + b)QRa + b)
d. 2a — b)*

c. Qa + b)Qa + b)

11. %% — 9x + 18

a. (x —2)(x —9)
b. (x + 2)(x + 9)
c. (x — 6)(x — 3)
d (x — 9+ 2)

c. (x — 6)(x — 3)

. X— 9x — 2x + 18
a. (x+ 2)(x—9)
b. (x + 9(x + 2)
c. (x —2)x—9)
d (x+9Dx—2)

c. (x— 2)(x—9)

12. 3a(a — b) — (a — b)
a.3a(a — b)
b. Ga — 1)(a — b)
c. Ga+ D(a — b
d. 3a(a + b)

b. Ba — 1)(a — b)

225



226 Capitulo 7 Factorizacion

13. Halla el undécimo término del desarrollo del binomio (2x + y)lz.
a. 284x°y"°
b. 264x%y"
c. 270x°y"°
d. 260x*y"°

b. 2642291
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Teorema del residuo

Si un polinomio P(x) se divide entre x — a hasta obtener un residuo en el
que no aparece la literal x, el residuo resultante es igual a P(a).

P(a) significa el valor de P(x) si x = a; por ejemplo, si P(x) = 2x — 5,
entonces P(6) = 2(6) — 5 = 7.
Demostracion
Si dividimos P(x) entre x — a y designamos con Q(x) el cociente y con R el
residuo, entonces P(x) = Q(x)(x — a) + R.
Como la igualdad anterior es valida para todo x € R, lo sera para x = a.
Asi, tenemos que
Pla) = Qa)a — a) + R
Pla) = Q@ -0+R
Pla) =0+ R
Pla) = R

Halla el residuo que resulta de dividir el polinomio P(x) = x> — 7x + 15 entre
X — 4.
Solucién

De acuerdo con el teorema del residuo, P(4) es igual al residuo de la division
de que se trata
P4) = @ — 74 + 15
P(4) = 16 — 28 + 15
P4) =3
(x* —7x +15) o
(x = 3)

El residuo de la division s 3.

Teorema
del residuo
y del factor

y Teorema del residuo
y Teorema del factor

» Factorizacién de polimonios
de tercer grado




228 Capitulo 8 Teorema del residuo y del factor

» Division sintética
Para facilitar la aplicacion del teorema del residuo se utiliza un método conocido

como division sintética, el cual se justifica cuando se compara este proceso con el
de la division usual. Explicaremos este método con el ejemplo siguiente.

m Divide el polinomio 2x° — 7x* — 36x + 1 entre x + 3.

Solucion

2x*—13x + 3
x +3[20x°—7x% — 36x + 1
—2x°—6x°

—13x% — 36x +1
13x% + 39x

3x+1

—3x—9

-8

En el proceso de la division anterior, los términos —36x y 1 fueron reescritos;
por tanto, podemos dejar dichos términos en la primera linea y escribir por debajo
de ellos los términos que se deben restar.

De este modo, la division se puede expresar de la manera siguiente:

2x°—13x+3
x+3|2x5—7x2— 36x+1
—2x°— 6x*+39x—9

—13x*+3x—8

Los coeficientes numéricos de los términos de la ultima linea son —13, 3 y —8,
en ese orden. Si colocamos el primer coeficiente numérico del dividendo (2) en esta
altima linea, ocupando el primer lugar, tenemos 2, —13,3y —8.

Los primeros tres nameros de la lista anterior, como observaras, son los coefi-
cientes numéricos del cociente 2x* — 13x + 3 y —8 es el residuo de la division.

De acuerdo con lo anterior, podemos ahora realizar la division de esta forma

x+3[2x° — 7a% —36x + 1
6x*—39x+9
2x*—13x +3x—8

Sali6 el primer nimero de la tercera linea, los demis se obtienen por sus-
traccion.

-7 -6=-13
—36 — (=39 =3
1-®=-8

Si cambiamos el 3 del divisor por —3, el signo de cada uno de los nimeros de la
segunda linea se invierte. En este caso, los nimeros de la tercera linea se obtienen
por suma. Con estos cambios, la divisién en la forma abreviada queda asi

=3 2-7-36 1
-6 39-9
2—-13 3-8
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donde, como hemos sefalado, el cociente de la divisién es el polinomio 2x* —
13x + 3 y el residuo es —8.

Si el grado del dividendo es #, el del cociente es # — 1, siempre que el divisor
sea de la forma x — a. Para dividir un polinomio P(x) entre x — » usando el método
de division sintética debes seguir estos pasos.

Division sintética

1. Escribe en una hilera y en orden descendente los componentes de la potencia
x 'y al final 7. Si falta una potencia, escribe en el lugar que corresponde el nii-
mero cero.

2. Escribe el primer coeficiente de la hilera anterior debajo de su posicion, de
manera tal que aparezca como el primer nimero de la tercera hilera.

3. Multiplica el primer nimero de la tercera hilera por » y escribe el producto
debajo del segundo nimero de la primera hilera.

4. Suma los numeros de la primera y segunda hileras colocados en la segunda
columna y escribe el resultado como segundo numero de la tercera hilera.

5. Repite este proceso hasta completar la segunda y tercera hileras hasta el ulti-
mo numero de la primera.

6. El ultimo numero de la tercera hilera es el residuo de la division, y los demas
son los coeficientes de la potencia de x en forma descendente del cociente.

Recuerda que si el grado del polinomio es 7, entonces el del cociente es 7 — 1.

a. Divide 10 — 4x* + 3x° — 12x entre x — 2.

Solucién
Al ordenar el polinomio queda: 3x° — 4x* — 12x + 10.

Como x — r = x — 2, entonces r = 2. Asi, tenemos que
3—4—-12+10 |2
+6 + 4—-16
3+2—-8-6

Nota: 10 = 10x°
El cociente de la divisién es 3x* + 2x — 8 y el residuo es —6.
b. Divide 4x* — 40x* — 5x + 25 entre x + 3 por el método de divisién sintética.
Solucién
En este caso, x — » = x + 3;luego, r = — 3

En este ejemplo, el dividendo no tiene término en x con potencia 3; por consiguiente, dicha
expresion se debe reescribir como sigue

4x" + 0x* — 40x% — 5x + 25
Luego, tenemos

4+0—-40 —5+25 |3
—12+36+12-21
4—-12—-4 + 7+ 4

De acuerdo con lo anterior, el resultado de la divisién entre dichos polinomios es:
cociente 4x° — 12x* — 4x + 7 y residuo 4

¢. Dado el polinomio P(x) = 5x* — 8x + x° — 50, calcula P(—4) aplicando la division sinté-
tica.
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Solucion

De acuerdo con el teorema del residuo, P(—4) es el residuo que resulta de dividir 5x% — 8x
+ x° — 50 entre x + 4.

1+5-8-50 |—4

—4—4+48
1+1-12-2
P(—4) = —2

Comprobacion
Recuerda que P(—4) significa el valor de P(x) si x = 4
P(—4) = 5(—=49" = 8(—4) + (=4’ — 50
= 5(16) + 32 — 64 — 50
=80 + 32 — 114
= -2

Teorema del factor

Six = a es una raiz de la ecuacion P(x) = 0, donde P(x) es un polinomio, entonces
(x — a) es un factor de P(x); reciprocamente, si x — a es un factor de P(x), enton-
ces x = a es una raiz de la ecuaciéon P(x) = 0.

Demostracion

Sea P(x) = (x — a)Q(x) + R, donde Q(x) es el cociente que resulta de dividir P(x)
entre (x — a) y R es el residuo de dicha divisiéon. Entonces, de acuerdo con el teore-
ma del residuo, R = P(a); por consiguiente, P(x) = (x — a)Q(x) + P(a).

Como x = a es una raiz de la ecuacion P(x) = 0, entonces P(a) = 0; por tanto
P(x) = (x — a)Q(x), o sea que P(x) tiene la expresion (x — a) como factor.

Del mismo modo, como (x — a) es un factor de P(x), ello implica que R = 0,y
entonces P(x) = (x — a)Q(x), donde Q(x) es un polinomio. Como esta igualdad es
valida para todo x € R, lo sera para x = a.

Luego

Pa) = (a — a)Q(x)
Pa) = 0 - Q(x)
Pla) =0
X = a es una raiz de la ecuacion P(x) = 0
(x — a) es un factor de un polinomio P(x) si P(@) = 0
a es una raiz de P(x) si P(a) = 0
Por ejemplo, para determinar si x + 3 es un factor de P(x) = X+ —-T7x—3

basta verificar si x = —3 es raiz de esa ecuacion, es decir, comprobar que P(—3) = 0.
Al sustituir x = —3 en la ecuacion resulta:

P(=3) = (-3’ + (=3 — 7(-3)-3
=-27+9+21-3
=-30+30=0

Asi, x + 3 es un factor de P(x).
Podemos utilizar la division sintética para evaluar P(—3)

1+1-7-3 |3
-3+6+3
1-2-1+0
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El residuo es 0; por tanto, se prueba que x + 3 es un factor de P(x).
Por ultimo, si quisiéramos obtener un polinomio de tercer grado que tenga
como raices x = 2, x = 1y x = —3, bastaria escribir P(x) = (x — 2)(x —D(x + 3).

a. Determina si (x — 3) es un factor el polinomio P(x) = 2x° + 3x% — 23x — 12.

Solucién
(x — 3) es un factor del polinomio P(x) = 2x° + 3x* — 23x — 12 si P(3) = 0; por consiguien-
te, encontraremos dicho valor por el método de division sintética
2+3-23-12 |3
+6+27 +12
2+9+4 0

Asi, P(3) = 0; por consiguiente, (x — 3) es un factor de P(x).
b. Determina si x + 2 es un factor de P(x) = 5x° — 6x + 4x° — 12.

Solucion

Si P(—2) = 0, entonces (x + 2) es un factor de P(x). Indaguemos por division sintética si
se cumple lo anterior

5 +4 -6 -—-12 |=2
—-10 + 12 —12
5 -6+ 6 —24
Como P(—2) = —24, entonces x + 2 no es un factor de P(x) = 5x5° — 6x + 4x° — 12.

Factorizacion de polinomios de tercer grado

Para factorizar polinomios de grado superior se utilizan el teorema del residuo y el
teorema del factor.

Si deseas factorizar un polinomio P(x) de tercer grado, supondremos un bino-
mio de la forma x — 7, donde » es un divisor del término independiente, y luego
comprobaremos por medio del teorema del residuo si dicho binomio es un factor
de P(x); es decir, si P(#) = 0. En caso de que x — 7 no sea factor, supondremos otra
expresion con otro divisor del término independiente hasta que se encuentre un
factor de P(x).

Una vez obtenido un factor, podemos proceder de igual manera para encontrar
los otros, o bien reescribir el polinomio P(x) como el producto del factor ya ob-
tenido por otro polinomio que hay que factorizar y ver si para hacerlo se pueden
utilizar algunas técnicas ya conocidas.

Determina los factores de P(x) = x° — 8x* + 19x — 12.

Solucion

Podemos observar que los factores de este polinomio son de la forma (x + a)(x + b)(x + ¢), don-
de a, by c son constantes y donde el producto abc es —12; por consiguiente, los factores de —12
son =1, +2 +3 +4 +6y =12, que son los posibles valores de a, b y ¢ que hacen que P(x) = 0.
Si seleccionamos el namero —1 y resulta que P(—1) = 0, entonces (x + 1) es un factor de P(x).
Veamos si esto se cumple

1 -8 19 -12 -1
-1 9 -28
1 -9 28 —40
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Como P(—1) = —40 = 0, entonces x + 1 no es un factor de P(x).

Si seleccionamos el numero 1 y resulta que es P(1) = 0, entonces (x — 1) es un factor de

P(x).
1 -8 19 -12 |1
1 -7 12
1 -7 12 0

Como P(1) = 0, entonces (x — 1) es un factor de P(x).

De acuerdo con lo anterior, podemos reescribir P(x) como sigue
P) = (x —DOE — 7x + 12)

de donde al factorizar x* — 7x + 12 resulta
Plx) =(x — D(x — H(x — 3)

1. Efectua las divisiones siguientes por el método de division sintética. (Elige la opcion correcta.)

1. +8 +6x+ 1)~ (x+5)

a. Cociente: x* + 3x — 9; residuo: 46
b. Cociente: x* + 3x — 7; residuo: 40
c. Cociente: x* — 3x — 9; residuo: 45
d. Cociente: X* + 3x + 9; residuo: —44

a. Cociente: x* + 3x — 9; residuo: 46

2.(—45x — 2 +xX)+ X+ 7)

a. Cociente: X* — 7x + 4; residuo: 30
b. Cociente: x* — 7x + 4; residuo: 26
c. Cociente: xX* + 7x + 4; residuo: —28
d. cociente: x* — 7x + 4; residuo: —30

d. cociente: X’ — 7x + 4; residuo: —30

3.65x% = 3 + &' — 10x + 11) + (x — 2)
a. Cociente: x> — x* + 5x — 7; residuo: 2
b. Cociente: X’ — x* + 3x — 4; residuo: 3
c. Cociente: X’ — x* + 3x + 4; residuo: 19
d. Cociente: x* + x* — 3x — 7; residuo: 5

b. Cociente: x> — x* + 3x — 4; residuo: 3

4. =69 + (x — 9
a. Cociente: x* + 4x — 16; residuo: 0
b. Cociente: X’ — 4x + 16; residuo: 0
c. Cociente: x* + 4x + 32; residuo: 0
d. cociente: X* + 4x + 16; residuo: 0

d. cociente: x* + 4x + 16; residuo: 0
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5. (—7x + 555 + 2+ 6) + (x + 4)

a. cociente: 2x* + 5x — 7; residuo: 16

b. cociente: 2x* — 3x + 10; residuo: —12
c. cociente: 2x> — 3x + 5; residuo: —14
d. cociente: 2x° + 3x + 5; residuo: —16

c. cociente: 2x* — 3x + 5; residuo: —14

I1. Evaliia las funciones polinomiales siguientes usando la division sintética y el teorema del
residuo.

6. Dado f(x) = 2x° — 5x + 3, evalia f(—2).
a. 24

b. 21

c. 25

d. 19

e. —21

b. 21

7. Dado f(x) = —x* + 7x — 6, evalia f(4).
—10

-6

10

6

3

NS

8. Dado f(x) = 5x° — 7x — 1, evalia f(—2).

a. 33
b. —33
c. —13
d. 13

e. —23

9. Dado f(x) = x* + 5x* — 8x — 1, evalda f(3).
a. 30
b. —40
c. —47
d. +45
e. 47

e. 47
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10. Dado f(x) = —2x° + 9x — 31, evalia f(—3).
. —4

NSRRI
|
w0

II1. En cada uno de los ejercicios siguientes, utiliza el teorema del factor, el teorema del residuo y
la division sintética para determinar si el binomio dado es un factor del polinomio f(x) que
se indica.

1. x+ 3;f(x) =2x" + 3" — 8x + 3

a. (x + 3) es factor de f(x)
b. (x + 3) no es factor de f(x)

a. (x + 3) es factor de f(x)

12. x + 1; f(x) = 2x° — 5x° — 4x + 10

a. (x + 1) es factor de f(x)
b. (x + 1) no es factor de f(x)

b. (x + 1) no es factor de f(x)

13. x — 2; f(0) = x* — 105* + 9

a. (x — 2) es factor de f(x)
b. (x — 2) no es factor de f(x)

a. (x — 2) es factor de f(x)

14. x — 2; f(x) = 2 — 19x + 30

a. (x — 2) es factor de f(x)
b. (x — 2) no es factor de f(x)

a. (x — 2) es factor de f(x)

15. x4+ 5 f0) =x"—5x° —x+5

a. (x + 5) es factor de f(x)
b. (x + 5) no es factor de f(x)

b. (x + 5) no es factor de f(x)

16. x — 4; f(x) = 6x" — 5% + 2x — 12

a. (x — 4) es factor de f(x)
b. (x — 4) no es factor de f(x)

b. (x — 4) no es factor de f(x)
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IV. Factoriza las expresiones algebraicas siguientes.

17. & — 6x* + 3x + 10
a. (x+ 2)(x+ 5)x—1)
b. (x + D(x + 2)(x — 5)
c. (x + D+ 2)x +5)
d. (x + D(x — 2)(x —5)

d (x+ Dx — 2)(x — 5)

18. x* — 45" — 7x + 10
a. (x + 5)x — D — 2)
b. (x + D(x + 2)(x — 5)
c. (x+ 2)(x+ 5 — 1)
d (x + 2)(x — D(x —5)

d (x+ 2)(x — D — 5)

19. & — 8% + 19x — 12
a. (x + D — 3)x — 4
b. (x — D(x — 3)(x — 4)
c. (x +3)(x — D(x — 4)
d. (x + Dx + 3)(x + 4)

b. (x — Dx — 3)(x — 4)
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20. x° — 3x% — 4x + 12

a. (x + 2)(x — 2)(x — 3)
b. (x + D(x — 3)(x — 4)
c. (x+ 2)x + 3)(x — 2)
d. (x + 3)(x + 2)(x — 3)

a. (x + 2)x — 2)(x — 3)

I. Resuelve los ejercicios siguientes. (Elige la opcion correcta.)

1. Dada f(x) = 2x° — 8x* — 7x + 20, halla f(—2).
a. 4
b. —6
c. 6
d. —14
e. 7
f -5

d. —14

2. Efectia esta division por el método de division sintética:
BGx’ +2 = 5x+2x) + (x + 1.

a. Cociente: 3x* — x — 4; residuo: 6

b. Cociente: 3x* + x — 5; residuo: —4
c. Cociente: 3x* — x + 7; residuo: —6
d. Cociente: 3x* — 2x + 7; residuo: 0
e. Cociente: 3x* + 2x — 1; residuo: —4

a. Cociente: 3x° — x — 4; residuo: 6

3. Determina si (x + 3) es un factor del polinomio P(x) = 2x° + &% — 3x + 5.

a. Si es factor
b. No es factor
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4. Determina para qué valor de la constante &, (x — 3) es un factor de P(x) = 2x° + 3x7
— 23x + k.

;
~12
12
~7
—14

NN

b. —12

II. Dado el polinomio P(x) = x* — 2x* — 13x — 10, contesta las preguntas 5 a 9. (Elige la opcion
correcta.)

5. Determina el cociente que resulta de dividir dicho polinomio entre x + 3. Utiliza la divisién

sintética.
a.x’—7x+3
b.x* +5x — 6
c. X’ —5x+3
d.x* — 5x + 2
e. X'+ 5x — 4
d.x* —5x+ 2
6. Determina el residuo que resulta de la divisiéon anterior.
a. —16
b. 10
c. —18
d. —10
e. 16
a. —16
7. Halla P(—2) por division sintética.
a.s
b. -3
c. =5
d. 0
d. 0

8. Determina si x + 2 es un factor de P(x).

a. Si
b. No

9. Determina si x — 5 es un factor de P(x).

a. Si
b. No
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10. Determina si x = 4 es un cero del polinomio P(x) = x4 35 + 12x — 16.

a. Si es un cero
b. No es un cero

11. Determina si x = —4 es un cero del polinomio P(x) = x* + 3x° + 12x — 16.

a. Si es un cero
b. No es un cero

12. Halla los ceros del polinomio P(x) = 2+ x* — 22x — 40.

a. —4,—5y2
b. -1, -8y5
c. =2,-4y5
d —2,-5y4
e. =2, —4y—5

c. =2,-4y5




Fracciones algebraicas

Una expresion racional, llamada también fraccion algebraica, es la que pue-
p . . .

de expresarse en la forma 4 donde p y g son polinomios y g es diferente de

cero. Los siguientes son algunos ejemplos

6x —5 x> —8
2 ’ 2
x*=9 x"—7x+6
Para fines del estudio de este tipo de expresiones, cuando escribamos
en este texto fracciones algebraicas supondremos que sus denominadores
no son nulos; es decir, que las literales que aparecen en un denominador no
pueden tomar valores que al sustituirse en una expresion hagan que su valor

sea cero.
Por ejemplo, al tener

etcétera

a. Z, supondremos que x 7 0.
x

7x —3

b.

, supondremos que x # 5.

x+6

, supondremos que x # —1.
X

x+9

d. 4

supondremos que x # 2y x # —2.

Signos de una fraccion algebraica

En una fraccion algebraica se deben considerar tres signos: el del numerador,
el del denominador y el de la fracciéon misma.

El signo de la fraccion es el simbolo + o — que precede a la raya de la
fraccion. Cuando delante de ella no aparece ningun signo de éstos, se sobre-
entiende que es positivo (+).

Expresiones
racionales

Fracciones algebraicas

Signos de una fraccion
algebraica

Propiedades de las fracciones
algebraicas

Simplificacion de fracciones
algebraicas

Multiplicacion de fracciones
algebraicas

Division de fracciones
algebraicas

Suma y resta de fracciones
algebraicas

Fracciones complejas
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En la fraccion =* el signo del denominador es +, el del numerador es — y el de
la fraccion es —.

Asimismo, en la fraccion =5 los signos del numerador y del denominador son,
respectivamente, — y el de la fraccion es +; es decir, =5 =%

Por ultimo, en la fraccién = el signo del numerador es +, el del denominador —
y el de la fracciéon —.

En general, si z representa el cociente que resulta al dividir x entre y, entonces

tenemos las siguientes reglas de los signos.

Reglas de los signos para cocientes en expresiones fraccionarias

X

1. —==z
y

PR
-y

3. Y-
y

4. X =2
-y

Al multiplicar por —1 ambos miembros de la igualdad que corresponde a la
regla 3 de los signos resulta:

()

Ademas, al multiplicar por —1 ambos miembros de la igualdad que correspon-
de a la regla 4 de los signos resulta:

)

De las reglas de los signos anteriores podemos concluir lo siguiente

(—1)(2J =—2z(-1)=2z, osea
Y

(—1)(i] =—z(—=1) =z, esdecir
-y

X_X__TX__ X
y 7y y -y
Asimismo
XXX
y y -y

Propiedades de las fracciones algebraicas

Las propiedades de las fracciones aritméticas se aplican igualmente a las algebrai-
cas, en virtud de que éstas representan numeros reales.
Dichas propiedades son

1. Si £ y < representan dos fracciones algebraicas, entonces éstas son equiva-
lentes si ad = bc.



Simplificacion de fracciones algebraicas

2. Si tanto el numerador como el denominador de una fraccién algebraica se
multiplican por una misma cantidad diferente de cero, se obtiene otra frac-
cioén equivalente a ella; asi

a ka
—=—, donde k# 0
b kb

3. Si el numerador y el denominador de una fraccion algebraica se dividen en-

tre una misma cantidad diferente de cero, se obtiene otra equivalente a ella,

es decir
ka
ka p a
— == =" donde ky bson # 0
kb kb p’ Y
k

4. El producto de dos fracciones algebraicas es otra fraccion, cuyo numerador
es el producto de los numeradores de ambas y cuyo denominador es el pro-
ducto de los denominadores, esto es

a b a+b
6. —+—=

c c c
7 4_b_a-b

c c c

Simplificacion de fracciones algebraicas

Una fraccion algebraica esta simplificada cuando se expresa en sus términos mini-
mos; es decir, cuando su numerador y denominador sélo tienen como factor comun
elloel —1.

Para simplificar una fraccion algebraica se cancelan los factores comunes a su
numerador y denominador, esto con base en la siguiente propiedad de los nimeros
racionales:

— =— donde ky b son diferentes de cero

Esta propiedad indica que dada una fraccion hay que factorizar completamente
tanto el numerador como el denominador y cancelar los factores comunes a ambos,
si los hubiere, para que quede simplificada, es decir, expresada en sus términos
minimos.

x* = 7x +12

a. Simplifica la fraccion
x* —16

Solucion

Observa que en esta fraccion el numerador y el denominador son expresiones algebraicas
que pueden factorizarse. Por tanto, para simplificarla primero factorizamos sus términos y

después cancelamos los factores comunes a ellos, de este modo

F-x+12 (D=3 x-3
x* —16 M(x+4) x+4

211
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Por tanto
x*=7+12 x-3
x*—16 x+4

b. Simplifica la fraccion 3x —20
x® —4dx
Solucién

Al factorizar los términos de la fraccion algebraica anterior resulta

5x—20 _ 54 5

x* —4x x(/9r7/4’5 x

sx=20
x° — 4x

Por consiguiente

=2
X

x® +2xy+9y° —25

¢) Simplifica
2x+2y —10

Solucion

Observa que en la expresion algebraica que corresponde al numerador, los primeros tres tér-
minos forman un trinomio cuadrado perfecto; luego, al factorizarla por agrupaciones resulta

&+ 2xp+9))—25=(x+3*—25
=x+y-—5x+y+5)
Asimismo, en la expresion algebraica que corresponde al denominador de la fraccién, el
numero 2 es el mrc de sus términos; luego
2x + 2y — 10 =2(x +y — 5)

De acuerdo con lo anterior

x*+2xy+y* =25 (x+y—-5SNx+y+5 x+y+5

2x+2y—10 2(x +y —5) 2
x’ — 64

x® + 4x* +16x

d. Simplifica

Solucion

La expresion que corresponde al numerador de la fraccion es una diferencia de cubos y la
que corresponde al denominador, su Mrc, es x; asi, al factorizar resulta

x> =64  (x—D*+4x+16) x—4
x> + 4x —16x x(x* + 4x +16) x
e. Simplifica 2x—2y
2y —2x

Solucién
Al factorizar los términos de la fraccién anterior resulta
2ix—)) _x—y
Zy-0 y-x

Podemos reescribir la expresion del denominador, y — x, como sigue:
y—x=—(x—1y), osea
x—y_ (x=p) _
y—x —(x-y)

En general




Simplificacién de fracciones algebraicas

1. Simplifica las fracciones algebraicas siguientes.

40x%y°c : X — 4
" 48x7y%c " 3x+6
5 =2
3
—21xb°¢? 6 x*+2x+1
T —63x°b*cd " x*+5x+4
x+1
x+4
28a’b’c , nx + ny + mx + my
T —21a%® ) n* — m?
x+y
n—m
—30m*n’ x* x> +x—20
—45m°n’ x x* =25
x—4
5% =15
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x> +27
x*—3x+9

ax — ay
2 2

x* =y

4b — 2a
" 12b — 6a
10 4a — 4b
" 8b—8a
1, X8
T xt—4
2
—a-2
12, 4 "a”20
a +a— 30

x> —7x+10

16.
x* —125




Multiplicacion de fracciones algebraicas

2 _ 2
17. x°—2x—3 20. Zx 25
ax +a x° —9x + 20
X +2x—3 2x° —7x
18- 2— . 2—
x°—3x—18 4x° — 49
X
2x +7
2+ 2 2
19, XY 2. "
x° +10x + 25 n°—2mn+m
X n+m
x+5 n—m

Multiplicacion de fracciones algebraicas

Como hemos dicho, el producto de dos o mas fracciones algebraicas es otra frac-
cion cuyo numerador es el producto de los numeradores y cuyo denominador es el

producto de los denominadores.

a cC

2.2 pbyd#0

b d bd

Hay que tener presente que la expresion racional que resulta al multiplicar dos
o mas fracciones algebraicas siempre debe escribirse en forma simplificada.
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m Efectia estas multiplicaciones de fracciones algebraicas y simplifica el resultado.
Y —4 2y+14

a. .
> —49 4y +8

Solucién
Y —4 '2y+14_(y2—4)(2y+14)
Y2 —49 4y+8 (3 —49)(4y +8)
_ =D +22(y+7)
Y+ 7Dy =4y — 2)
_2 =D
4y —7
=y—_2; o también
2y —=7)
_y—2
2y — 14

x2+4x—21.3x—21
x* — 49 6x —18

Solucion
X +4x-21 3x—21 =(x2 +4x—-2D)(3x—21)
X2 —49 6x—18 (x* —49)(6x —18)

AT 33T

3
=T D63 6

N | —

1. Efectiia las multiplicaciones de estas fracciones algebraicas y simplifica el resultado.

2x+4 x> —y° 3 7a+7b a’—ab
x+y 4x+8 " 1l4a®  a’ -
x=y
2
Yy +8y+15 4y —20 4 Yyt 4y’ -4y
Yy =25y +3y y -1 »

< |

<




a’ —4 Ta—14

Multiplicacién de fracciones algebraicas

x2—9 4x — 4 .x2+x

5. . .
5a—10 7a+ 14 2x° +2x x*+2x—3 3x—9
@ =2 E
5 3
6 y2_9y+20 y2+5y 10 a2+6a. a’ —36
25—y )2 —4y " 5a—30 a’+12a+ 36
1 &
5
. x* +7x x* —10x +21 1" x(x+3)— p(x+3) 3x+3y
T 2x—6 x* — 49 ’ x? =y 2x+6
29 3
2 2
8 x2+5x—bx—3b_nx+nb 1 x2+11x+18'x2—9x
' x* — b 4x +12 T x4 2x x* — 81
1

NN
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Division de fracciones algebraicas

Como hemos sefialado, la operacion de dividir una fracciéon entre otra consiste en
multiplicar la fracciéon que corresponde al dividendo por el inverso multiplicativo
de la que corresponde al divisor; es decir

m Haz las divisiones de fracciones siguientes y simplifica el resultado.

a+a 1-a°
a. +
x* ax® — x*

Solucion
a+a  1-a a+a ax’—x* (a®+a)ax® —x?)
x? ax?® — x* x° 1-a° x*(1—a®)

Ahora factoricemos completamente los términos de la fraccion anterior

_ a(a +Dx*(a—1)
x*(1—a)1+ a)

_ax A+a(a -1
A (LAa)1 — a)

ala —1
1—a
=—a
Por tanto
a’+a 1—a?
2 2 ;- 4
X ax® —x
x*—2x—-8 x"—4

5x—-20  10x — 5x°

Solucion
x2—2x—8; x?—4 (x* —2x — 8)(10x — 5x7)

5x—20  10x —5x>  (5x — 20)(x* — 4)

de donde al factorizar y simplificar resulta

(x —4)(x +2)5x(2 — x)
=x(—-1)=—x
5(x —4)(x — 2)(x +2)

Por ende
x?=2x—-8  x"—4

5x—20  10x —5°
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L. Efectiia las siguientes divisiones de fracciones algebraicas y simplifica el resultado.

;. _2y-14 | 6y—30 g b —-2-8 4-b
Y —2y-35 y*—25 " 4b-b 5b—10
1 5
3 b
9x —27  6x° —18x 6 x’+8 &’ —2x% +4x
" 15x+30 14— 7x "Xt -4 2a — ax
—7 —a
10x 58
x'+7x+10  x°—4 x® —4x —21 x* —7x
x*+5x 2x X 427 X’y —3x%y +9xy
2
x =2 Y
a’+6a+8 4—a’ n*—9 21’ +6n’
2 - 8. — T3 2
a” +4a 2a n —27 n’+3n°+9n
2 1
2—a 2n
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9 xz—x—ZO; x> —16 11 wz—w_wz—l
" 2x 410 x*+x—20 W w+1
5% =5 1
2 w
x> —7x 2x° — 14x b*> + 4b — 45 b> —81
10. — -+ 5 12. +—
x°—5x+6 2x° —8 4b — 20 b —18b + 81
x+2 b—9
x—3 4

Suma y resta de fracciones algebraicas

En esta seccion estudiaremos primero la suma y resta de fracciones algebraicas ho-

mogéneas y luego la suma y resta de fracciones heterogéneas.

» Suma y resta de fracciones homogéneas

En principio, cabe recordar que cuando dos o mas fracciones tienen el mismo de-

nominador son homogéneas. Por ejemplo

_3
4x —y Yy

Para sumar o restar fracciones homogéneas se suman o restan sus numeradores
y el resultado se divide entre el denominador comun, para luego reducir la expre-

sion en caso de que sea posible.

Haz las operacioens siguientes

3 7
5 Y 3

_7
4x —y

a.i%—i b. 6x _ 6y c Zx + 25
3x 3x X—y x-y x*=9 x° -9
Solucién
4 8 4+8 12 4
a. —+ > == — ==
3x 3x 3x 3x x
b 6x 6y :6x—6y:6(x—y):6
xX—y x-—y x—y (x—y)
c X + 3 :x+3: x+3 _ 1
Txt-9 -9 x'-9 (x+3)x-3) x-3
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» Suma y resta de fracciones heterogéneas

Recuerda que dos o mas fracciones son heterogéneas cuando no tienen el mismo
denominador.

Para sumar o restar dos o mas fracciones heterogéneas se multiplica el numerador
y el denominador de cada fraccion por los factores necesarios a fin de obtener fraccio-
nes equivalentes a las originales y que, a la vez, sean homogéneas todas entre si.

Antes de efectuar las multiplicaciones senaladas es conveniente factorizar los de-
nominadores, en caso de que sea posible, para tener mayor claridad en cuanto a las
operaciones por realizar. Una vez que las operaciones indicadas queden como sumas
o restas de fracciones homogéneas se procede a realizarlas como ya se senalo.

Haz las sumas y restas de fracciones que se indican.

a 242
x 3
Solucion

Para obtener la homogeneidad de las fracciones se multiplica por 3 tanto el numerador
como el denominador de la fraccion 2; andlogamente, se multiplican por x el numerador y
el denominador de la fraccion %. A continuacion se suman los numeradores y el resultado
se divide entre el comin denominador. Asi

2+E:2[§}+3[£}
x 3 x|3 3lx

5,2
3x 3x
15+ 2x
3x
6 _ 7
" 4x  8x°
Solucion

8x?

Como 8x” es divisible entre 4x (ya que, 2 = 2x), basta multiplicar el numerador y el de-
nominador de la fraccién = por 2x para obtener una fraccién equivalente que, ademas, es
homogénea a la fraccion . Asi

8x% °

(Z_x)i_ 7 _
2x ) 4x  8x?

_12x 7
8x® 8x*
_12x —7
8x?
21x 15
c. — -
x"—3x—-10 x-—5
Solucion

Al factorizar x* — 3x — 10 resulta 2+ — +25. Observa que para obtener la diferencia
de dos fracciones homogéneas se requiere multiplicar el numerador y el denominador de
la fraccion -2 por (x + 2); luego

x =5
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B 21x _ 15(x +2)

S (x = +2)  (x—5)x+2)
_ 21x —15(x + 2)

(v - 5)x +2)

_ 21x —15x — 30

C (x—5)(x +2)

_ 6x — 30

C(x —5)x +2)

3 6(x//55 6
(x5 (x+2) x+2

7 3

d. 5
x+2 x°—4

Solucion

_ 7 _ 3 . 2
Al descomponer en factores x* — 4 resulta 25 — z—5>+75- En esta expresion se observa
que para obtener dos fracciones homogéneas es necesario multiplicar el numerador y el

denominador de la fraccion —Z5 por (x — 2); luego

7 (x=2) 3
(x+2) (x—2) (x+2)x—2)
7(x—-2) 3
(x+2)(x—2) (x+2)(x—2)
_ 7(x+2)—3
_(x+2)(x—2)
_ 7x—14—3
C(x+2)(x —2)
 7x—17
S (x+2)(x —2)

Otra forma de homogeneizar fracciones heterogéneas consiste en multiplicar el nu-
merador y el denominador de cada fraccion por el cociente que resulta al dividir el
minimo comun denominador (Mcp) de las fracciones entre el denominador de cada
fraccion.

Recuerda que el minimo comin denominador de un conjunto de fracciones es
el minimo comun multiplo de todos sus denominadores y para determinarlo se mul-
tiplican todos los distintos factores de los denominadores afectados por su maxima
potencia.

En seguida veremos algunos ejemplos de como determinar el mcp de un conjun-
to de polinomios.

Determina el minimo comun multiplo (mcm) de los polinomios que se indican.
a.x,x’y2x

Solucion

Los distintos factores de los polinomios son x y 2, donde la maxima potencia delaxes 3y
la de 2 es 1; por tanto, el Mmcm de los polinomios es 2x°.
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b.a— b,a’ — 2ab + v
Solucién
a’> — 2ab + b = (a — b)*
El tnico factor que aparece en los polinomios es (a — b), cuya maxima potencia es 2; luego,
su Mcm es (a — b)*.
c. 8b, 4b*

Solucion

Como 8 = (2)°, entonces los diferentes factores de los polinomios son 2 y b, donde sus
maximas potencias son 2 y 3, respectivamente. Por consiguiente, el mcm de los dos mono-
mios es (2)°b* = 8b°.

dx—7,x — 49, x + 2

Solucion

X — 49 = (x — 7)(x + 7); asi, los distintos factores de los polinomio son (x — 7), (x + 7) y
x + 2; por tanto, el Mmcm es (x — 7)(x + 7)(x + 2).

Veamos a continuacion algunos ejemplos de suma y resta de fracciones utili-
zando el minimo comin denominador para homogeneizar las fracciones y luego
efectuar la operacién indicada.

Haz las operaciones indicadas y simplifica.

9 5
a. — — 5
3x  12x

Solucion

12 = 4 x 3; luego, los distintos factores de los denominadores son 3, 4 y x, cuyas maximas
potencias son 1, 1 y 2, respectivamente. Por tanto, el minimo comin denominador es 3(4)

x* = 12x°. Asi
(12x2)9 B (uxz js
3x 12x _9(4x)—5
12x° 1240
_ 36x —5
1247
9 5 _36x-5
3x 120 1247
P +6 x—3
5 4
Solucion

Como 5 y 4 no tiene factores comunes, su minimo comuin multiplo es 5(4) = 20 y ése es

su mcp; luego
(250)(90 +6) — (240)(x -3)

20
_4(x+6)—5(x—3) 4x+24—5x+15
a 20 a 20

_ —x+39

20
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Por tanto
x+6 x—-3 —x+39
5 4 20
9x + 38 8
S X 43x—10 x—2
Solucién

Al factorizar x* + 3x — 10 resulta (x + 5)(x — 2). Por consiguiente, los distintos factores de
los denominadores son x + 5y x — 2, y como ambas expresiones son polinomios primos,
entonces el mcp de los denominadores es su producto, es decir, (x + 5)(x — 2).

De acuerdo con el mcp obtenido tenemos

M(J/’Zj_( +38)_(x+5)();/25'8
(x+5) (x~2) % (=2

(x +5)(x—2)
_9x+38—-8(x + 5 9x+38—8x—40
(x +5)(x—2) (x +5)(x —2)

_ x//f _ 1
(x+5)(x//25 x+5

9x+38 8 1
x*+3x—-10 x—-2 x+5

Luego

Ejercicios 4

L. Efectiia las operaciones que se indican y simplifica el resultado.

1.%—%—#1 3. 6n_ 30
X X X n—5 n-—-5
x? —4x +5
x° 6
. 2x N 8 4 9 -5 7b—3
x*—16 x> —16 b—1 b—1
2 2
x—4




10 2a
+

Suma y resta de fracciones algebraicas

4x—3 2x-—7

. 9. —
a—-5 5—a 8 4
. 1
8
ax ay 10 L+ 2
X—y Xx-—Y Tx x+2
9x + 14
. Z 7
x(x +2)
3 8 11 5 X
5x  3x Cx+3 x-—2
—31 x(4x—13)
15x (x +3)(x —2)
) 2y—5+y—2 12‘x+5_x—2
7 2 8 6
11y — 24 —x + 23
14 24
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13, 3x+5 _5x-3 b, Ba_ ., 4
8 10 a —8a+12 a—2
—5x + 37
40
19 2 1 18. 6a | 18
a—4 a+2 at—10a+24 6—a
-2
(a+2)(a—2)
15, o 1 19. 2% 4 3V
x*—7x+10 x-—5 xX—y y—Xx
5x + 2
(x —5)(x —2)
16. 4 + 27 20.5—419_2—319
x+5 x°—25 8 6
4x — 13
(x —5)x +5)




Fracciones complejas

xt 36 2 /-2 3
Tx—6 6-x y -4 y-2

x+6

y+2

Fracciones complejas

Una fraccién cuyo numerador, denominador o ambos contienen una o mas fraccio-
nes se llama fraccion compleja; por ejemplo

X

x—5
5x
x+6

Para simplificar una fracciéon compleja puede seguirse uno de los dos métodos
expuestos en seguida.

Meétodos para simplificar una fraccion compleja

1. Se expresa la fraccion compleja como un cociente y se divide.
2. Se multiplica el numerador y el denominador de la fraccion compleja por el
minimo comun denominador (mMcp) de todas las fracciones que contenga.

A continuacion se presentan ejemplos de la aplicacion de ambos métodos.

a. Simplifica la fraccion compleja

<R

<R

Solucion
MétodoI: X —3+%+3
y y

Efectuemos primero las operaciones indicadas en el dividendo y en el divisor de la expre-

sién anterior.

X x—3
X _,_ X3y
y y
+
£+3:x 3y
y y
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de donde
£_3+£+3:x—3y+x+3y
y y y y
Y x =3
C Fx+3p)
_x-3y
_x+3y
Método II:

El minimo comuin denominador de todas las fracciones es y; luego
X
y ( - 5] . 3y
y -2
x x
Z4+3 ~ + 3y
y(y j 4
x—

x+3y
X3
y :x—Sy
£+3 x+3y
y
2
16—
b Yy
4+%
y
Solucién

El Mmcp de todas las fracciones es el monomio )?*; luego, al multiplicar el numerador y el
denominador de la fraccion compleja por ese monomio resulta
2
2 x
16 — —
y ( yzj _ 16 yZ _ x2

- 2
+
yz(4+x) 4% + xy
y

Al factorizar completamente los términos de la fraccion anterior resulta

(4y —x)(4y +x) 4y —x
y(4y +x) y
Queda a tu cargo simplificar la fracciéon compleja por el método I.

Ejercicios 4

1. Simplifica las siguientes fracciones complejas.

1+4

1. b
4

b

b+a
b—a




Fracciones complejas

b+a

4
x
6
7_7
x
4 x—y
7x —6 xy
ax ab
xz—b2+x2—b2
aZ
x—b
1 —Xy
a x—y
2 +1
4., X
2
x
5+ x 6a
2-x a’+9
2_2
a b
2,2
a b
b_
a x— 4
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L. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas. (Elige la opcion correcta.)

4x° 4 3a® —14a — 5
" 6x? " 2a-10
4 2 , 3at1
32 2
b. b. 3a — 2
3x10 2
c. 27 c 3a—1
3.%'3 2
d,zi d 3a+ 2
33 ’ 2
e 3x o 3a+ 4
2 ’ 2
3
a4 X o, 22l
3 2
6x — 24 c 2x2 —T7x + 3
x* —16 ' x*—9
a 0 , 2x—1
x—4 S x+3
b. 6 b 2x — 3
x+4 S x+3
c x —4 . 2x +1
6 " x—3
g Xt4 g 21
6 S x+3
e. 6(x — 4) .. 2x —1
x—3
b 6 a 2x —1
x+ 4 x+3
3 x*+2x+1 6 x*—7x+6
6x +6 x*—1
a.x +1 a. x—6
x—1
b x+1 b x—1
6 Cx+1
c. 6(x+ 1) c xtl
x—1
d. 6(x — 1) 4 X1
x+1
B x—1 . x—6
6 S x41
b. x_+1 e. x—6
6 x+1




Evaluacion

II. Haz las multiplicaciones y divisiones de fracciones algebraicas. Simplifica la respuesta.

7.

a’ —3a ~ 20a’
5a 3a—9
2

a
a. —

12

12
b. —
pe

4a’
3
3a’
4
4a
e. —

3

x? —3x—10  3x—15
Sx © 15x7

e. X + 2x

x3+8. 5x — 10
x?—4 x®—2x*+4x

a.

RN R [N

o
R |w

K [
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II1. Efectia las sumas y restas de estas fracciones algebraicas. (Elige la opcion correcta.)

10. 2Sx B 215 13. 7x —4 3x+2
x*=9 x"-9 4 3
a. 5(x + 3) a. 7x =6
12
b. 5(x — 3) b 13x + 8
12
e =2 . 9x-20
.X'_3 : 12
P , 1x—8
x=3 12
e 2 , 9x—4
x+3 12
e 5 c 9x — 20
i 12
1. 8 2a 14 2,3
a—4 4—a a a-+1
Ja+ 4
a.l a. ————
ala+1)
b 2 b 10a + 3
a—4 a(a+1)
1 9a + 2
c. c. —— —
a—4 ala+1)
d 2 4 7at8
ala+1)
e. —2 e 5a+7
ala+1)
> Ja+ 4
¢ ' ala+1)
12 2+ 2 15, 8 80
3x  2x a+b (a+b)
a. E a. 8
6x
17 b. 8(a + b)’
b, -~
" 6x c. 8(a + b)
C. i d 8
25x “a+b
d. I 8a
X o, ——2%
19 (a+b)
e. —
6x
o 2 Lo
© 6 " (a+b)




Evaluacion
16. Ox +
x> —10x +24 6—x
9
a.
x—4
b 2
X —4
—12
c.
X —4
d —10x + 72
(x —6)(x — 4
12
e.
X —4
—12
x—4
IV. Simplifica las fracciones complejas siguientes. (Elige la opcion correcta.)
1 16x* — 1
1-— Eaa—
17. X 18. X"
11 4x + 1
X x
a. x(x+ 1) 4x — 1
x
b X 1 8x —3
x .
x
. %
X1 Cx(dx — 1D
a4 X- 1 ‘ 4x +1
x X
x x
e. .
x—1 4x — 1
x+1 4x —1
. — a.
x x
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Exponentes fraccionarios

Consideremos ahora el significado que tiene un exponente fraccionario. Sea
x un namero real diferente de cero y la fracciéon - un exponente, donde 7 es
un nidmero entero y positivo. Veamos en qué consiste el significado x'/”
Para que la primera ley de los exponentes (x” X x" = x'"*") sea vilida
cuando los exponentes son fraccionarios debe cumplirse que x'/” - x'/" - x'/".

factores = x""V/" 'y términos. Es decir
(xl/n)n = x

En otras palabras, x'/" la propiedad de que al elevarse a la potencia 7 su
producto es igual a x. Los siguientes son algunos ejemplos

)
N
Q

— — ==
I I
N
N 2

De acuerdo con lo anterior tenemos que

Exponente fraccionario

/" como una raiz de indice 7 de x, lo que se

“l/n _ \/Z

El simbolo +/ se llama radical y el entero n es el indice de la raiz.

La expresion definiremos x'
expresa asi

Exponentes fraccionarios

Propiedades de los radicales
Simplificacion de radicales
Suma y resta de radicales
Multiplicacion de radicales
Division de radicales

Racionalizacion del
denominador
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Un radical es una expresion de la forma Ya, que representa la raiz n-ésima prin-
cipal de a, donde 7 es el indice u orden del radical y es un ndmero natural mayor o
igual a 2. Si n = 2, el indice no suele escribirse y corresponde a la operacion llamada
raiz cuadrada. El nimero a que aparece bajo o dentro del signo radical se llama
radicando o subradical.

Propiedades de los radicales

Las propiedades de los radicales son las mismas que corresponden a los exponen-

tes, ya que como recordaris, ¥/a = a’"; por tanto

Q/ﬂ_mz(am)l/n =am/n

A continuacion se exponen tales propiedades.

Propiedades de los radicales
1. K’/a_”=a,cona20
Demostracion: ¥a" =a"* =a' = a
2. ¥ailo = ¥ab
Demostracion: ¥ab = (ab)""" = a""b"" = atlb

Asimismo, en sentido contrario tenemos ¥Yab =¥/ atlb.

3. n%=%,dondeb#0

o [a _(a\" _a" #a
Demostracion: »|— =| — =—F=
b \b b" Wb

4, Y%a ="a
Demostracion: Y%a =(@’™" = a"" "la

a. De la propiedad 1 de los exponentes
Va? = =5
3 613 =a 5,(_2)5 — _2

b. De la propiedad 2
V2743 =27(3) =81 =9
¢. También de la propiedad 2
Pxty? =3y = xy
d. De la propiedad 3

e. Finalmente, los siguientes son un par de ejemplos de la propiedad 4

fx == vy JB=45



Simplificacion de radicales

Emplearemos estas propiedades para simplificar radicales y realizar diversas
operaciones algebraicas.

Simplificacion de radicales
Decimos que un radical esta expresado en su forma mas simple o simplificado
cuando

1. Se han sacado fuera del radical todas las potencias n-ésimas perfectas, de
manera tal que el radicando no contenga factores afectados por exponentes
mayores o iguales que el indice del radical.

2. El indice del radical es el menor posible.

3. Cuando no haya fracciones en el radicando o subradical.

A continuacion se presentan algunos ejemplos.

Simplifica los radicales siguientes.

a. \32

Solucion

Los ndmeros naturales 2, 3, 5, 6 y 7 son ndmeros que no son cuadrados perfectos; por
tanto, se sugiere dividir el radicando entre cada uno de estos nimeros en caso de que sea
necesario; si resulta un cociente que sea un numero cuadrado perfecto, entonces se des-
compone en factores el radicando, donde obviamente uno de los factores es el cociente y
el otro es el divisor. Después de factorizar se aplica la segunda propiedad de los radicales

tab = %fa%/b, de manera que
V32

32+2=16
como 16 es un cuadrado perfecto, entonces
32 =16(2) = V1642 = 442
Por tanto
J32 =42
b. 48

Solucion
En este caso tenemos que
48
48 + 2 = 24 (no es cuadrado perfecto)
48 + 3

16 (es cuadrado perfecto)

Por consiguiente:

V48 = \16(3) =163 = 43
V48 =443
c. J75

Solucion

J75
75

> = 37.5 (no es cuadrado perfecto)

7—35 = 25 (es cuadrado perfecto)
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por consiguiente:

V75 =25(3) =253 =53

d. 72 V75 =545

Solucién
V72
72
5 - 36 (es cuadrado perfecto)
por tanto:

V72 = 36(2) =362 =642
J72 =642
e. Jx*

Solucion

En este ejemplo, observa que el exponente de x es mayor que el indice del radical. Cuan-
do los exponentes de los factores del radicando son mayores que el indice del radical,
pero no multiplos enteros de éste, se escribe cada uno de estos factores como el producto
de dos factores, uno con exponente entero multiplo del indice del radical y el otro con
exponente menor que dicho indice; luego se simplifica la expresion.

Es importante recordar el criterio que establecimos en el capitulo 3:

Cuando aparezcan factores literales dentro de un radical, en esta obra se supondra que
representan nimeros positivos, esto con el fin de que puedan expresarse las respuestas
sin signo de valor absoluto.

De acuerdo con lo anterior,

7 = = E =

Jx = xlx
£y

Solucién
=y ="y =2y
v =y
g Na*

Solucion

Vo’ =a‘a =a*Ja = a*Ja
Ja* = a*\a
b iy

Solucion

i. \80a’b’
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80 +~ 2 = 40
80 ~ 3 = 26.6
80 +~ 4 =20
80 ~5=16

16 es un cuadrado perfecto, por consiguiente:

J80a’b’
=16(5)a*ab’b
— J164°b" (5ab)
= 4ab*\5ab

j. 7270

Solucion

793" - b
=7,/9b" - (3b)

= 7(3)b*\3b
=210*\/3b

L. Expresa los radicales siguientes en forma exponencial.

1. Jx 4. Yx 7. Yx
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10. Ix 1. Jx* 12.
I1. Escribe en forma de radical las expresiones siguientes.

13. x'? 17. x4 21, X3/

14. x*? 18. x2/° 22, 515

15. x*7 19. x4 23. x5

16. x'? 20. x*° 24, 543

II1. Escribe en su forma mds simple estos radicales. (Simplifica.)

25. J8 =

26. 63x* =

27. 24 =




Simplificacion de radicales

28. 32 = 32. J98x% = 36. \72x° =
29. J75x° = 33. 2747 = 37. Jx =
30. /150 = 34. /48 = 38. /63 =
31. J63x% = 35. J204° = 39, Yxt =
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40. x’y = 43. xy* = 46. \36b° =
41. J112 = 44. \20x> = 47. 24y° =

42. 38y’ =

45. J16x* = 48. Y27a°b°c? =

Suma y resta de radicales

Dos o mas radicales son semejantes cuando tienen el mismo indice y el mismo ra-
dicando; por ejemplo, 73/ab 63/ab son radicales semejantes, cuyo indice es 3 y el
radicando, ab.

Para sumar o restar algebraicamente dos o mas radicales primero se simplifican,
es decir, se escriben en su forma mas simple, y luego se reducen radicales semejan-
tes aplicando la ley distributiva de la multiplicacion.

Simplifica y reduce radicales semejantes.
a. NJ18a + +/50a — \/72a



Solucion

Suma y resta de radicales

Observa que respecto al factor literal, el radical esta simplificado, ya que su exponente es
1 y el indice del radical es 2. Entonces, lo que hay que simplificar son los radicales /18,

J50 , J72 , de esta forma

J9Q2a) + 25(2a) — \/36(2a)
=3J2a +5v2a — 6\2a
=J2a(3+5-6)
=2a(2)
=22a

b. 24/27x% — 412x°

Solucion

29x%(3x) — 4457 (3x)
= 6x/3x — 8x/3x

= /3x(6x — 8x)

= —2x\/3_x

1. Efectiia las operaciones indicadas reduciendo radicales semejantes.

1. 25 + 75 — 45 = 3. 7J2x —5J8x — 4/32x = | 5.

55 -19/2x

x® —2V4x? — x\J16x =

—7x\/;

2. 2\/ab — 9Jab = 4. 3\72x — 2/98x — 8\2x = | 6. 7y [y + 3916y — 3,/64y> =
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7. J49a® —5\16a° — 2/64a’ = 1. 36x° — Véx® + xJox =
—29a.[a
8. V18a® — 7\2a® + 3a/50a = 12. 5J16x +/9x —5Jx =
9. J49x® — 3x+[x + \4x® = 13. J8a — 18a + 332a =
10. 63a + 7V12a — 8J27a = 14. 5J48x — 3J75x —/3x =
—4,/3a




Multiplicacién de radicales

15. Jx® — 3Jx® +25x% = 18. V8x® — x/18x ++/2x° =

16. 6,18y — 7,/50y + 5,32y = 19. 50x° —/128x° +18x° =

17. J72a — \32a — /8a = 20. Jx° +J16x° — Jax® =

3x%x

Multiplicacion de radicales

Al multiplicar dos o mas radicales del mismo indice se utiliza la primera propiedad
de los radicales

Yatlb = Yab; por ejemplo, Vx> Vx? = x> = Jx* = x*
P jemplo,

Para multiplicar radicales con indices diferentes pero con el mismo radicando
se expresan los factores con exponentes fraccionarios y luego se aplica la regla de
los exponentes correspondiente; por ejemplo:
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lx 3 xZ
1/2 .2/3

=X X

1/2+2
= y1/2+2/3

Para multiplicar un radical por una expresiéon que contiene mas de un término
o dos expresiones radicales, cada una con mas de un término, se aplica el método
o el proceso empleado en la multiplicaciéon de polinomios.

a. 53 (742 - 445)
Solucién
5\3(7v2 — 445
=5V3(7v2) =53 (45)
=35V6 — 20415
b (7+5)(7-5)
Solucién
(7+5)(7-5)
=7(7-5)+5(7 - 5)
=49 - 75+ 75 — 25

=49 —5
= 44
También asi:
7~ (5
=49 —5
= 44
c. (2\/3 — 4\/§)2
Soluciéon
(245 - 445)

- (243) - 2(245)(45) + (+45]
= 4(3) — 16415 +16(5)

=12 — 16415 + 80

=92 — 16415



Multiplicacién de radicales

Gercicios 3 |8

L. Efectiia la multiplicacion entre radicales indicada y simplifica.

1. V28 =

5. Jx*V2x

3. V54°20a =

6. V3426 =

4. 327 =

7. J18x’y2x)® =

8. Jayly =
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9. (3v5) () - 13. (2a45a)(45) -

10. Yx* Y 14. (7 +8)(\7 - V8) =

1. Y3a6a = 15. (V11 +V12) (V11 - V12) =

12. (-7x%y)(2y) = 16. Vo' =
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17. (3 = V11)(V/3 + 11) = 21. (V7 +Jx )(V7 = x) =

18. (Vo +5)(Vx —5) = 22. (5 +43) =

19. (J§+J§)(J§—J§)= 23. Y4x16x* =

20. (V2 +6)(v2 — V6) = 24. (V5 -2) =
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Division de radicales

Para dividir radicales del mismo indice se aplica la propiedad % = 'i/g y luego se
simplifica (obviamente, b # 0). b b

m Resuelve las operaciones siguientes y simplifica.

, 8
R

Solucion
V48 _ 8 _ ge_,
V3 3
b‘ x7y3
xty
Solucion

[27 43 [
\/xf/ _ x7y3 _\/xayz :\/x(xz)yz :xy\/;
Xy

xty -

Para dividir dos radicales de diferente indice, primero se expresan éstas en forma
exponencial y después se aplican las propiedades de los exponentes respectivas.

Ejemplo 6 Haz las divisiones de radicales siguientes.

4
3x

a.

o

Solucion

41

3 2

- é(%) . l(é)
3\2) 2\3

_8_3_5
6 6 6

Por consiguiente
xGH%) - x% =95’
b. Ix® + 4x
Solucién

X3 =y
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Al realizar la resta de los exponentes por separado resulta

5 1
3 4

_5(4) 1(3
-3(3)-46)
_20_3_1
12 12 12

Por tanto

Como el exponente del radicando es mayor que el indice del radical debe simplificarse la
expresion

x[gj_(%) — I\Z/W _ xl\z/F

Ejercicios 4

1. Resuelve estas divisiones de radicales y simplifica.

; 32x)" _ A '
2x°y? © J25x
4y x
x 5
5 24x'y 5 48xy° _
3xp" 3x°y
2x 2% 4y’
y\y x*
3 S.X'Sy _ 6 x4y5 =
N2x 4x2y
2
w0 =
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\75x _ . 18x4y5
\/g ’ \J2xy

7.

5Vx 3xp*\x

Racionalizacion del denominador

El proceso de eliminar radicales de un denominador se llama racionalizacion del
denominador. Ahora veremos los siguientes casos de racionalizacion del denomi-
nador.

Caso 1.

Cuando el denominador de una fraccion es un radical de la forma /a, se multiplica
tanto el numerador como el denominador por Ja y se simplifica la expresion que
resulta.

Ejemplo 7 Racionaliza los denominadores de los radicales siguientes.
8
V2

Solucion

a.

Se multiplica el numerador y el denominador por /2

b.

Sl

Solucion

Se multiplica el numerador y el denominador por J5

c. 5%
Jx
Solucion

Se multiplica el numerador y el denominador por Jx

6x\/;_6xx/;:

NI 6/x

Caso 2.

Cuando el denominador de una fraccion es una expresion de dos términos que con-
tienen radicales de indice 2, se multiplican tanto el numerador como denominador
por el conjugado de la expresion de ese denominador para racionalizarlo.



Racionalizacion del denominador

Racionaliza los denominadores de los radicales siguientes.

3
EENCERN

Solucién
Se multiplica el numerador y el denominador por el conjugado de (\/5 +2 )

(3) (52
(V5 ++2) (V5 -2
3(v5 —2)  3(v5 —+2)

= =5-2
5-—2 3 5
b 5+42
5-42
Solucion

Se multiplica el numerador y denominador por el conjugado de (5 -2 )

(5++2)(5+2)
(5-+2)(5++2)
50

252
(57 +2(5)¥2 +(V2)

23

_25+10v2 +2
- 23
27 +1042
=

I. Racionaliza los denominadores de las siguientes expresiones con radicales.

1. 2.

o~
1=

283
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9x x°
3. Q== 7. = _ =
Jx Jx
FRELLA g X~
NG Jx
5. 2% _ 9. 24 _
" Bx NG
6x a’
6. — = 10. — =
V2x Ja




Racionalizacion del denominador

11'\/84TS\B= 15.ﬁ=
)

12. JES—Jg 16.21?
el

13.ﬁ= 17. ﬁiﬁ

14, ﬁz 18. ztﬁ

285



286 Capitulo 10 Radicales

1. Expresa en su forma mds simple los radicales siguientes. Relaciona correctamente las columnas.

J75x%y*t () £ 5x°3
bh. 8b°\b
J8x* (@) ) b
i. 3%2x
V112x?
oo Jo 22y
a. 4x\7x k. 6x\7x
b. 42x I xydx
c. 3x*\7x m. 4a*\[3
d. 5x2x n. 2x3x
e. 5x\7x 0. 4xyix’y

I1. Simplifica las expresiones siguientes reduciendo radicales semejantes. Escribe en el paréntesis
la respuesta correcta.

5.( ) 9vV8x —532x —2/98x +V2x 6. ( ) 5V12x — 24/48x +3x
a. —15\V2x a. 52x
b. 11\2x b. 33x
c. —132x c. 5J3x
d. —142x d. 2\3x
e. —11/2x e. 43x

II1. Racionaliza los denominadores de las expresiones con radicales siguientes.

J3 6x 12
7.()3 8.()\/5 9.()\/6_\/E
a. %JE a. 3x2x a. 3(\/8+\/§)
b i b o2 b 3(45 - )
e c. 32x 1 a
c. Jx 4 3xion c. g( 6 — 2)
d. 4x° g6
% e. 3\/8
a. %\/E c. 32x c. 3(\/64.\/5)




Evaluacion

IV. Efectiia las multiplicaciones y divisiones de radicales que se indican y simplifica la respuesta.

Relaciona correctamente las columnas.

10. (Vo —V4)(Vo +4) «
11. J18x° y/2x)° (
12. YxJx (
13. (2\E+\/§)2 (
2_ 3
14, \24x°y (
\3x)?
15, Yab! (
NPT
a. 3x*
b. —135—3J10
C. xg/;
d. 23+ 415
e. 10 —221
£ 3xx

N

S

-,

~ > =~

6x2\/;
2\/2xy
2a

6x5

10x7

6x7

. 6x%y?

ab\Jb
1046

2 2
U

—170 + 2410
10 + 2421
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Definicidn de conceptos

Como en capitulos anteriores, conviene empezar definiendo los conceptos
basicos relacionados con el estudio de las ecuaciones, tema de este capitulo.

» Ecuacion

Es una igualdad entre dos expresiones algebraicas, las cuales se denominan
miembros de la igualdad; por ejemplo, 7x — 6 = x + 3.

» Incdgnitas de una ecuacion

Son las literales (como x, y 0 2) que intervienen en las expresiones algebrai-
cas que forman la ecuacion y cuyos valores numéricos se desea encontrar (0o
sea, son variables).

» Dominio de definicion en una ecuacion
Es el conjunto de todos los nimeros reales que pueden tomar las incognitas de

.z . .z x—2 P .
una ecuacion; por ejemplo, en la ecuacion — = 4, el dominio de la variable x
es el conjunto de los nimeros reales excepto el 5, ya que si x toma este valor,

el denominador seria cero y la division entre cero no esta definida.

» ldentidad

Es toda igualdad que se verifica (es valida) para todos los valores del dominio
de las incégnitas. Por ejemplo, en la ecuaciéon x* — y* = (x — »)(x + »), cual-
quiera que sean los valores para x y y, la igualdad siempre es valida.

» Ecuacion condicional

Es toda ecuacién que se verifica s6lo para ciertos valores de incégnitas. Por
ejemplo, la ecuacion x + 9 = 12 sélo es vilida si x = 3, y la ecuacion x* = 16
solo se verificasix = 4 0x = —4.

Ecuaciones

Definicion de conceptos
Solucion de ecuaciones

Ecuaciones lineales con una
incognita

Ecuaciones racionales

Ecuaciones radicales de la

forma Vax + b = ¢

ecuaciones con valor absoluto
delaforma|ax +b|=c
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Ecuaciones

» Conjunto solucion

Es el conjunto de los valores numéricos que al ser sustituidos en el lugar de las
incégnitas dan como resultado una identidad numérica, es decir, se verifica la ecua-
cion. Estos valores se llaman también raices de la ecuacion.

a. El valor x = 2 es solucion de la ecuacion 6x + 4 = 16 porque:

6(2) +4 =16
12 + 4 =16
16 = 16
b. El par de valores x = —2, p = 3 es una solucion de la ecuacion 2x + 3y = 5, ya que:

22 +33) =5
~4+9=5
5=5

r Ecuaciones equivalentes

Dos o mas ecuaciones son equivalentes cuando tienen el mismo conjunto solucion.
Por ejemplo, 2x — 14 = 0 y 3x — 21 = 0 son ecuaciones equivalentes porque el
conjunto solucion de ambas es 7.

Solucion de ecuaciones

Resolucion de una ecuacion

Resolver una ecuacion significa encontrar su conjunto solucion, es decir, hallar el
o los valores que satisfacen esa ecuacion.

El proceso que implica resolver una ecuacién consiste, en general, en transformar
ésta en ecuaciones equivalentes cada vez mas simples. Esta transformacion se reali-
za efectuando ciertas operaciones que resultan de la aplicacién de las propiedades
de la igualdad, las cuales mencionaremos a continuacion.

Propiedad aditiva de la igualdad

Si a, by c son tres nimeros reales cualquiera, tales que @ = b, entonces
a+c=b+c

Esta propiedad permite deducir que si sumamos un mismo nimero en ambos miem-
bros de la ecuacion, obtenemos una ecuacion equivalente. Esta propiedad también
se puede aplicar para la resta porque esta definida en términos de la suma; ast:

Sia = b, entoncesa — c = b — c.

Por tanto, se deduce que si restamos nimeros iguales en ambos miembros de la
ecuacion obtenemos una ecuacién equivalente.



Solucion de ecuaciones

a. Resuelve la ecuacion x — 7 = 10.

Solucién
x—7=10
x—7+7=10+7
x+0=10+7
x =10+ 7
x =17

Observa que el 7 aparece en el miembro derecho con signo contrario al que tiene en el
miembro izquierdo de la ecuacion inicial.

b. Resuelve la ecuaciéon y + 8 = 1.

Solucién
y+t8=1
y+8—-—8=14—8
y+0=14 —8
y=14 -8
y=06

Observa que el 8 aparece en el miembro derecho con el signo contrario al que tiene en el
miembro izquierdo de la ecuacion inicial.

A partir de la aplicacion de la propiedad aditiva de la igualdad, podemos deducir
que es posible transponer un término de una ecuacién de un miembro a otro
cambiandole el signo.

Propiedad multiplicativa de la igualdad

Esta propiedad establece que si ambos miembros de una igualdad de nimeros
reales se multiplican por un mismo nimero no nulo, resulta otra igualdad equi-
valente a la igualdad inicial; es decir, si ¢ # 0 y @ = b, entonces ac = bc.

Esta propiedad también permite dividir ambos miembros de una igualdad de nu-
meros reales entre un namero real no nulo y obtener una igualdad equivalente a la
inicial porque, como recordaras, 4 = a(%), con b # 0.

Es importante destacar que el nimero por el que se deben multiplicar ambos
miembros de una ecuacion para obtener una ecuacién equivalente a ellos debe ser
diferente de cero.

Cuando se multiplican ambos miembros de la ecuacién por una misma expre-
sion que contenga la incognita, no siempre se obtiene una ecuacion equivalente a
la inicial. Por ejemplo, 2x = 18 se satisface inicamente para x = 9; en cambio, si se
multiplican ambos miembros de la ecuacién por x, resulta 2x* = 18x, la cual se sa-
tisface para x = 0 y para x = 9. Es decir, la ecuacién no es equivalente a la inicial.

Si en el proceso de solucion de una ecuacién se obtiene una raiz que no satis-
face la ecuacion original, ésta se llama raiz extrarnia.
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X
m a. Resuelve la ecuacion % =5.

Solucion

Si se multiplican ambos miembros de la ecuacion por 4 se obtiene

()0
x =5(4)
x =20

Como se observa, el 4 aparece en el miembro derecho multiplicando.

.. X
b. Resuelve la ecuacion — =3
Solucion

Al multiplicar ambos miembros de la ecuacion por 7, resulta:

X
7(%]-50
7
x =3(7)
x =21
El 7 aparece en el miembro derecho multiplicando.
¢. Resuelve la ecuacion 5x = 40.
Solucién

Si se dividen ambos miembros de la ecuacion entre 5 resulta:

Bx _40
5 5
40
x =
5
x =8

Ahora el 5 aparece en el miembro derecho dividiendo.

Si n # 0, la solucion de la ecuacién nx = m es x = 2 y la solucién de 5 = m
es x = nm

a. Resuelve la ecuacion 8x = 24.

Solucion
8x = 24
24
x = e—
8
x =

b. Resuelve la ecuacion —6x = 42.




Solucion de ecuaciones

Solucion
—6x = 42
42
g
x= -7
c. Resuelve la ecuacion % =7.
Solucién
X —
Z - 7
x = 7(4)
x = 28
d. Resuelve la ecuacion X = 6.
Solucion
§§=6
x = 6(—2)
x = —12

Otras transformaciones que se realizan en el proceso de resoluciéon de ecuaciones
son las que resultan de elevar ambos miembros de una ecuaciéon a una misma po-
tencia.

Si ambos miembros de una ecuacion se elevan a una misma potencia se obtiene
otra ecuacion, la cual no necesariamente es equivalente a la original.

a. Resuelve la ecuacion Jx —4 =6.

Solucion

Elevamos ambos miembros de la ecuacion al cuadrado
2
[ x — 4] =6
Recuerda que /x —4 = (x — 4 por tanto, tenemos:

[(x— "] =6

(x—4)2/2=36

x—4 =36
x =36+ 4

x = 40

Este tipo de transformacion puede introducir raices extranias en el proceso de solucion de

una ecuacion, por lo que hay que comprobar si el valor de x satisface verdaderamente la
ecuacion original.
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Comprobacion
6
6
6
6

Asi, tenemos que, en efecto, x = 40 es la solucion de la ecuacion /x — 4 = 6.

b. Resuelve la ecuacion /x +7 = 3.

Solucion

Si elevamos ambos miembros de la ecuacion al cuadrado resulta:

[+ ] =03)

(x+7"”?=9
x+7=9
x=9-7
x =2
Comprobaremos de nuevo si la ecuacion original se satisface y no se trata de una raiz
extrana.
Comprobacion
x+7=3
2+7=3
Jo=3
3=3
por tanto

x = 2 es la solucion de /x +7 = 3.

¢. Resuelve la ecuacion Jy +13 +6 =2

Solucion

Jyt13+6=2
Jy+13=2-06
Jy +13 =—4

Elevamos al cuadrado ambos miembros de la ecuacién y obtenemos:

[(v+13)"] = (-4

13 = 16
y =16 —13
y=3

Al sustituir en la ecuacion original este valor de y observamos que se trata de una raiz ex-
trafna, por lo que la ecuacién no tiene solucion.
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Ejemplo 6

Si se extrae la raiz cuadrada de ambos miembros de una ecuacion, se obtiene otra ecuacion
equivalente a la anterior.

d. Resuelve la ecuacién x* = 16.

Solucion
Si se extrae la raiz cuadrada de ambos miembros de la ecuacion se tiene:

Vx? =416
Recuerda que x” = |x|. Al aplicar esta propiedad en nuestra ecuacién resulta:
Vx® =416
|x| = 4
de donde se deduce que el conjunto solucion de esta ecuacion tiene dos elementos:
XxX=4 y x=—4

Puedes ver que las raices no son extranas.

Ecuaciones lineales con una incdgnita

Una ecuacion lineal con una incégnita es la que puede escribirse en la forma
ax + b = ¢, donde a es diferente de cero. Este tipo de ecuaciones también reciben
el nombre de ecuaciones de primer grado porque el mayor grado al que esta eleva-
do uno de sus términos es 1, o primer grado.

Para resolver las ecuaciones lineales con una incégnita se aplican las propieda-
des aditivas y multiplicativas de la igualdad que hemos estudiado.

A continuacién presentamos algunas sugerencias que puedes considerar en el
proceso de resolucion de una ecuacion lineal.

Sugerencias para resolver ecuaciones lineales

1. Si en la ecuacion aparecen coeficientes fraccionarios, se deben multiplicar
ambos miembros de la ecuacién por el minimo comun multiplo (Mcm) de los
denominadores numéricos presentes en ella para obtener asi una ecuacion
sin coeficientes fraccionarios; por ejemplo, si se tiene:

=2

O |

x +

-
\nl">

Se multiplican ambos miembros de la ecuacion por 45, ya que ése es el mini-
mo comun denominador de 9 y 15:

45(4x + 2) = 2(45)
Ahora se aplica la propiedad distributiva respecto a la suma para obtener:

20x + 6 = 90

y ahora se resuelve la ecuacién como ya sabes:
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— 8 _ 2
X=2% 775

-

2. Es preciso eliminar los signos de agrupacion en caso de que los haya, como
en este ejemplo:

2 — 5) —4(x — 6) = —7(x + 1)
2x — 10 —4x + 24 = —Tx — 7

3. Se reducen términos semejantes en ambos miembros de la ecuacion.

4. Mediante la transposicion, se agrupan en un mismo miembro de la ecuacion
todos los términos que contienen la incognita y en el otro miembro los que
no la tienen.

5. Reducir nuevamente términos semejantes permitird obtener una ecuacion de
la forma ax = b, donde, como ya sabemos, x =2 con a # 0.

6. Se verifica que la solucion sea correcta sustituyendo en la ecuacion original la
incégnita por la raiz obtenida.

a. Resuelve la ecuacion 3x — 7 = 20.

Solucion

En esta ecuacion lo primero que debes hacer es transponer el 7 al miembro derecho con
signo positivo:

3x =20+ 7

3x = 27

A continuacion, el 3 que esta multiplicando a la x pasa dividiendo al miembro derecho:

27
Sy
x=9
Comprobacion

3x — 7 =20
39) —7=20
27 =7 =20
20 = 20

b. Resuelve la ecuacion 5x + 16 = 6.

Solucion

En esta ecuacién primero se pasa el 16 al miembro derecho con signo negativo:

56 =06 — 16
5x = —10
Después, el coeficiente numérico de la x, que es el 5, pasa dividiendo al miembro dere-
cho:
S5x = —10
-10
=5

x = —2
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Comprobacion
5x+ 16 =6
5(=2)+16 =6
-10+16=6
6=06

c. Resuelve la ecuacion 5x — 2 = 3x — 8.

Solucion

En este caso, el 2 se pasa al miembro derecho con signo positivo y el término 3x, al miem-
bro izquierdo con signo negativo:

5 —2=3x—8
56— 3x= -8+ 2
Reducimos términos semejantes y resulta:
2x = —6
En seguida, el factor 2 pasa dividiendo al miembro derecho:

-6
x=—
2

x=-3
Comprobacion

5 —2=3x—8
5(-3) —2=3(-3)—8
~15-2=-9-8
-17 = -17
d. Resuelve la ecuacion 4(x — 5) — 3(7 + 2x) + 57 = 6(4 — x) + 2(x — 8).
Solucion

Primero debes eliminar los signos de agrupacion aplicando la propiedad distributiva de la
multiplicacién respecto a la suma:

4x — 20 — 21 — 6x + 57 =24 — 6x + 2x — 16
Reducimos términos semejantes en ambos miembros de la ecuacion y obtenemos:
—2x + 16 = —4x + 8

Ahora debes hacer la transposicion de términos: pasamos —4x al miembro izquierdo con
signo positivo y el 16 al miembro derecho con signo negativo:

—2x +4x=8—16

2x = —8

-8
x=7
x=—4

Comprobacion

4(—4 —5) —3[7+ 2(—49] + 57 =6[4 — (—4] + 2(-8 — 8
4(—=9) — 3[7 — 8] + 57 = 6(8) + 2(—12)
—36 — 3(—1) + 57 = 48 — 24
24 = 24
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e. Resuelve la ecuacion Zx —8= %

Solucion

Para eliminar los coeficientes fraccionarios hay que multiplicar ambos miembros de la ecua-
cion por el minimo comin denominador, que es 4(3) = 12:

el -e)=n(3)

%(396)—12(8):%96

9x — 96 = 4x
9x — 4x = 96
S5x = 96

96

x:_

5
x = 19.2

Comprobacion

3(19.2) _g_192

4 3
144 — 8 =064
6.4 = 0.4

I. Determina el conjunto de las ecuaciones lineales (o ecuaciones de primer grado) siguientes.
(Elige la opcion correcta.)

1. 12x = 48 3. 4x = —24
a.x =4 a.x =06
b=~ b.x = —28
’ 4 c. x = —20
c. x =36 d.x=—6
d. x = 60
a.x =4 dx= -6
2.9x = 72 4. —6x = —30
a :l a.x = —24
X7 8 b. x = —36
b.x=8 c.x= -5
c. x =063 dx=5
d. x = 81
b. x =8 dx=5




5. 2x=0

Ecuaciones lineales con una incognita

10. X =38
a.x =2 -2
b.x = -2 a. x=—16
c.x=0 b. x =16
1 c. x =10
d.x= 2 dx=6
c. x=0 a. x = —16
6.6y =0 1. X=_
a.y=—06 5
b.y=06 2
c.y=0 a.x ="z
d . 25
'y:_ =
6 b. x 5
c. x =10
d x=-10
c.y=0 d. x = —10
7.6y =1 12 2L -4
a.y==>6 -3
b.y= -5 4
c.y=7 4V =3
1 b = —12
dy=—~ -y
Y76 c.y=12
dy=-1
1
d.y=g c.y=12
8. —6x = —12 13.x+5=12
b. x = =2 b. x =17
B 12
c.x=—-6 cx=7
d x=—18
X d. x = 60
a. x =2 a. x =7
9.£:5 14. y + 6= —4
6 _ a.y=—10
a.x = b.y=
bx:é c.y= —24
6 2
c. x =30 d.yz—g
d x =11
¢ x5 =30 a.y= —10
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15.y+9=9 20,y — 2= -2
a.y=18 a.y=—4
b.y=0 b.y=0
c.y=1 c.x=4
d.y =81 dx=1
b. y= b. y=
16. x + 2 = -2 21. —7x — 10 = 18
ax =4 8
b.x_—i a.xz;
cx=- b.x =4
dx=20 - _
c. x=—4
f_ B
L=y
c.x=4 c. x = —4
17.x— 7 = 22. 8x + 40 = 8
a.x =11 a.x=7
b.x=3 b.x =4
c.x= -3 c.x= -5
d x=—28 d x=—4
a. x =11 d x=—4
18.x—3=-1 23. 2x — 3 = —-15
1 a.x = —6
a.x =7 b.x=6
3 _
b x = —4 c.x=-9
’ dx=9
c.x =2
dx=3
c. x=2 a. x=—6
19.x—7=-10 24. —5x + 6 = 26
a.x= -3 a.x =64
b.x=3 b.x=—-6.4
¢ x=—-17 c.x=4
d x=17 d x=—4
a. x= -3 d x=—4
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25. —7x+3 =11 30. 8x — 6 =3x— 26
a. x = —2 a. x = —29
b. x=2 b. x = —4
cx=§ c. x=4
’ 7 d x=29
d.x=—§
7
ax=—§
5 b. x = —4
26. —3x + 12 =12 31. 8 + 3 = —21 — 4x
a. x=20 a. x = —2
b. x = —8 b. x = 4.5
c. x=3 c. x =2
d x=38 d x = —4.5
a. x =0 a. x = —2
27. 7x — 4 =2x + 26 32. -7 —6x=21—2x
a.x==6 a.x=7
b. x = -6 b. x =175
c. x =244 c. x=—7
d x=5 d x=—1.75
a. x=6 c. x=—7
28. 2x + 8 = 7x — 37 33. 05x — 6 =0.2x
a. x =538 a. x =20
b. x=9 b. x = =20
c. x=-9 c. x = 8.57
d x=—-5.8 d. x = —8.57
b. x=9 a. x = 20
29. 3x =5 =9x + 13 34. 0.7x — 7 =0.3x — 5
a. x =3 a. x=>5
- _ 1
b. x 25 bx:z
c.x=g c. x=-5
2 - _
d.x=_g d. x 12
b. x= -3 a. x =5
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352_.%'_2:3 40. 6B3x — 1) —2x=22x —5) — 8
"3 3 a. x=—1
a x=—7 b. x=1
b. x=2 c. x =2
c. x=—2 d x= -2
d x=7
d x=7 a x=—1
. - 6) — (x + 3) = 4x —
36, 3_x+l=4 41. 92x — 6) — (x + 3) = 4x — 18
4 4 a. x =4
a. x = —5 b. x= -2
17 c. x=-3
b. x = 3 d x=3
c.x=5
d _1_7
.x—3
c. x=5 d x=3
37. 2%y 42. 15x — 5Qx — 1) = 33x — 5)
6 8 _
a. x=>5
a. x =24 b. x = —4
b. x = 30 c. x=4
c. x =18 d x= -5
1
d.xZE
a. x =24 a. x=>5
38, ~+%=11 43. 46 —x) — 23 —x) — 5=9(5 — 2x)
6 5 _
a. x =1
a. x =30 b.x=2
b. x = 36 c. x=—1
c. x =24 d x= -2
d x= —30
a. x = 30 b. x =2
39 2X _5_x 44. 3(4x — 3) — (x +7) =510 — x) + 2
T3 2 4 a.x=>5
a. x= —6 b. x=-5
b __@ c. x=—4
’ 11 d x=4
c. x=6
d x=5

c. x=6
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45. 83x +2) —52x—1)=8— (9 — 3x) 50. x(x —15) — 3 =(x + 6)(x — 6) — 18x
a. x =1 a. x =11
b. x= -1 b. x =10
c. x=2 c. x=—11
d x= -2 d x=—12
d x= -2 c. x=—11
46. 50 — 5(x + 3) = 10(x + 2) 51. 0.07x — 0.04 = —0.01x — 0.6
a. x =1 a. x =8
b. x=-1 b. x=7
c. x=20 c. x=—7
d x=11 d x=—8
a. x =1 c. x=—7
47 3x+5_2x—1_2 52. 0.045x + 0.02 = 0.075x — 0.01
’ 4 3 a x=—1
a.x=>5 b. x=1
b. x =17 c. x =2
c. x=—17 d x=20
d x=4
a. x=>5 b. x=1
48. 7(x +3) — 3(x — 2) =16 — 2x — 3) X 5
53. =x ——=-=
__3 8 4
a. X 6 —E
PO a TN
b. 4 12
x:é b. 11
c 3 9
_ 4 “ 7
“rT oo A . _10
d 3 6 4 11
49, 8(1 —x) —2(x+ 1) =312 — 2x) 54 4x+13_ _3x—5
a. x=1 ) 7 10
bx=—6 ax_—6
c.x=6 b. x=-5
d x=20 C. X = —4
d x=5
d x=0 b. x = -5
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55. — -

Ecuaciones

Las ecuaciones lineales como modelos matematicos

A menudo es posible construir con ecuaciones un modelo que permita describir y
resolver problemas enunciados en lenguaje verbal (es decir, en el que te comunicas
todos los dias). Para resolver problemas planteados en lenguaje verbal, problemas
con enteros consecutivos y problemas de mezclas te recomendamos seguir los pa-
sos descritos a continuacion.

Sugerencias para modelar problemas mediante ecuaciones lineales

1. Lee el problema con atencién para identificar las incognitas y las cantidades
conocidas.

2. Elige las letras que se utilizaran para representar las incégnitas del problema.

3. Expresa, mediante una ecuacion, la relacion que existe entre los datos del
problema.

4. Encuentra el valor o los valores de las incognitas de la ecuaciéon que resulta
del paso anterior.

5. Comprueba la solucion.

Ejemplo 8 Resuelve los problemas siguientes mediante el planteamiento de una ecuacion.

Solucion

a. Ana es ocho anos mayor que Carlos, pero hace tres anos ella tenia el triple de edad que él.
Determina la edad que hoy tiene cada uno de ellos.

Si x expresa la edad actual de Carlos, entonces tenemos lo siguiente:

* La expresion en términos de x que representa la edad actual de Ana, es x + 8.

e La expresion que representa la edad de Carlos hace tres anos es x — 3.

* La expresion que representa la edad de Ana hace tres afioses x + 8 — 3 = x + 5.
e La expresion que relaciona la edad de ambos hace tres anos es la ecuacion

x + 5 = 3(x — 3). Hay que resolverla para determinar la edad de Ana y de Carlos:

x+5=3x-3)

x+5=3x—-9
x—3x=-9-5
—2x = —14

Multiplicamos por (—1) ambos miembros de la ecuacién anterior para obtener:

2x = 14

E
X=
x =7

Carlos tiene 7 anos; por tanto, la edad actual de Ana es x + 8 = 7 + 8 = 15 afnos.
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b. Gloria es dos veces mayor que Gina. Dentro de 15 anos, la suma de sus edades sera 105
anos. ;Qué edad tienen actualmente?

Solucion

Si x representa la edad de Gina, tenemos que:

La expresion en términos de x que representa la edad de Gloria es 2x.

La expresion que representa la edad de Gina dentro de 15 afos es x + 15.

La expresion que representa la edad de Gloria dentro de 15 afios es 2x + 15.

La expresion que representa la suma de las edades de ambas dentro de 15 afos es la
ecuacion (2x + 15) + (x + 15) = 105.

Al eliminar signos de agrupacion y resolver la ecuacién resulta:

2x + 15 + x + 15 = 105

3x + 30 = 105
3x = 105 — 30

3x =75

el

¥ 3

x =25

Gina tiene 25 anos y Gloria 50 afos.

Problemas con enteros consecutivos

Una de las modalidades que pueden adoptar los problemas que pueden resolverse
mediante ecuaciones de primer grado es la de hallar enteros consecutivos, como se
muestra en el ejemplo que sigue.

a. Determina tres ndmeros enteros consecutivos cuya suma sea 105.

Solucion

Si x representa el nimero menor de dichos nimeros, entonces:

La expresion que representa el segundo nimero consecutivo es x + 1.

La expresion que representa el tercer nimero consecutivo es (x + 1) + 1; o sea, x + 2.
La expresion que representa la suma de los tres nimeros consecutivos es la ecuacion
x+ @+ 1)+ (x+ 2)=105.

Eliminamos los signos de agrupacion y al resolver la ecuacion anterior resulta:

x+x+1+x+2=105

3x + 3 = 105
3x =105 — 3

3x = 102

102

*=73

x = 34

Los tres nimeros enteros consecutivos que suman 105 son 34, 35 y 306.

Comprobacion

34 + 35 + 36 = 105
105 = 105

b. Determina tres nimeros impares consecutivos, tales que seis veces el mayor sea ocho veces
el menor disminuido en 18 unidades.
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Solucién
Si x representa el primer nimero impar consecutivo tenemos que:

* La expresion del segundo nimero impar consecutivo es x + 2.
* La expresion que representa el tercer impar consecutivo es (x + 2) + 2; o sea, x + 4.
e La expresion que relaciona al primer y tercer nimeros consecutivos es la ecuacion
6(x + 4) = 8x — 18.

* Al eliminar signos de agrupacién y resolver la ecuacion anterior resulta:

6x + 24 = 8x — 18

6x — 8x = —18 —24

—2x = —42

Al multiplicar por —1 ambos miembros de la ecuacion anterior resulta:

(=20(=D = (=42)(-D

2x = 42

Q
X=
x =21

Los nimeros consecutivos buscados son 21, 23 y 25.

Comprobacion
6(25) = 8(21) — 18
150 = 168 — 18
150 = 150

Problemas de mezclas

Otra modalidad que pueden adoptar los problemas verbales y que pueden modelarse
mediante ecuaciones de primer grado es la de hallar qué porcentajes de sustancias
han de usarse al preparar una mezcla, como se muestra en el ejemplo que sigue.

a. ;Cuantos litros de agua se deben agregar a 8 litros (I) de una solucién salina al 12% y agua
para obtener otra al 5%?

Solucion

Una solucién que se compone de sal al 5% y agua, significa que 5% de ella es sal y el resto
es agua pura (o sea, la mezcla tiene 95% de agua pura).

La solucion de este tipo de problemas se fundamenta en lo siguiente:

* El producto que resulta al multiplicar la cantidad de la solucion por el porcentaje expre-
sado en forma decimal es igual a la cantidad de sustancia pura de dicha solucion.
* Al mezclar dos soluciones tenemos que:

La cantidad de sustancia pura La cantidad de sustancia pura _  La cantidad de sustancia pura

en la primera solucion en la segunda solucion en la mezcla

Si en nuestro problema x representa la cantidad de agua pura que se requiere agregar a la
primera solucion, entonces:

* La cantidad de sal en la primera solucién es 8(0.12) = 0.96.

e La cantidad de sal en el agua pura que se va a agregar es cero, es decir, x(0%) = x(0)
= 0.

* La expresion que representa la cantidad de sal en la mezcla es 0.05(8 + x).
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Como la cantidad de sal en la mezcla es igual a la suma de la cantidad inicial mas la canti-
dad en el agua agregada, tenemos la ecuacion:

0.96 + x(0) = 0.05(8 + x)
0.96 = 0.4 + 0.05x
—0.05x = 0.04 — 0.96

~0.05x = —0.56
0556
*= 2005

x =112

Se deben agregar 11.2 litros de agua pura para obtener una solucion salina al 5% y agua.

b. ;Cuantos litros de una solucién salina al 20% se deben agregar a 12 litros de una al 8% para
obtener otra al 14%? Todas las soluciones son de sal y agua.
Solucién

Sea x el nimero de litros de solucién al 20% y agua. Para obtener la ecuacion de este mo-
delo observa la tabla siguiente

Tipo de solucion Cantidad de sal
20% 0.2x

8% 0.08(12)
(Mezcla) 14% (x + 12)(0.14)

De acuerdo con la tabla anterior resulta la ecuacion:

0.2x + 0.08(12) = (x + 12)(0.14)
) \J A
Cantidad de sal agregada + cantidad inicial de sal = cantidad de sal en la mezcla

Resolvemos ahora la ecuacion:
0.2x + 0.96 = 0.14x + 1.68

Multipliquemos por 100 la ecuacién anterior para obtener una equivalente a ella con coefi-
cientes enteros:

20x + 96 = 14x + 168
20x — l4x = 168 — 96
6x = 72

72
*=%
x =12

Se deben agregar 12 litros de solucion salina al 20% y agua.

¢. ¢Cuantos kilogramos de café de $5 se deben mezclar con 40 kilogramos de otro tipo de café,
cuyo precio es de $8, para obtener una mezcla que se vendera en $7 cada kilogramo?

Solucion

Este tipo de problemas con mezclas, donde intervienen precios en lugar de porcentajes, se
resuelve considerando el hecho de que el ingreso monetario que se recibe por concepto de
la venta del producto de la mezcla es igual a la suma de los ingresos que se percibiran por la
venta de cada tipo de producto.

El ingreso se calcula multiplicando el precio unitario de cada articulo por la cantidad
del mismo.

De acuerdo con lo anterior, con los datos del problema y considerando x como el na-
mero de kilogramos de café cuyo precio es de $5, resulta la tabla siguiente:
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Tipo de cafe Cantidad Ingreso
De $8 40 kg 8(40) = 320
De $5 x 5x
De $7 (mezcla) 40 + x 7(40 + x)

De la tabla anterior obtenemos la ecuacion:

320 + 5x = 7(40 + x)
320 + 5x = 280 + 7x
5x — 7x = 280 — 320

—2x = —40

—2x _ —40

-2 —2
x =20

Se deben mezclar 40 kilogramos de café de $8 con 20 kilogramos de café de $5 para que el
precio por kilogramo de mezcla sea de $7.

Comprobacion
8(40) + 5(20) = 7(40 + 20)
320 + 100 = 7(60)
420 = 420

d. Un carnicero mezcla dos tipos de carne molida, una que cuesta $40 el kilogramo y otra que
cuesta $48. Si la mezcla total pesa 6 kilogramos y su precio es de $45, ;de cuantos kilogra-
mos de cada tipo de carne se integra la mezcla?

Solucion

Si x representa el numero de kilogramos de la carne molida de $40 y z el nimero de kilo-
gramos de la carne de $48, entonces:

Tipo de carne Cantidad Ingreso
de $40 X 40x
de $48 z2=6—x 48(6 — x)
de $45(mezcla) 6 45(6) = 270
Nota: z =06 — x,ya que
x + z = 6, luego
z=06—x

De acuerdo con la tabla anterior resulta la ecuacion:
40x + 48(6 — x) = 270
Resolvemos ahora la ecuacion:

40x + 48(6 — x) = 270
40x + 288 — 48x = 270

—8x = —18
—18

X~ _g
x = 2.25

Se deben mezclar 2.25 kilogramos de carne de $40 con 3.75 kilogramos de carne de $48
para obtener 6 kilogramos de carne de $45.
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L. Resuelve los problemas siguientes. (Elige la opcion correcta.)

1.

Jorge es ocho afios mayor que Carlos. Hace 16 afios tenia el triple de edad que Carlos. ;Cual
es la edad actual de Jorge?

a. 26 anos

b. 28 anos

c. 30 anos

d. 27 afios

b. 28 anos

La sefiora Trevino tiene el doble de edad que su hijo. Hace nueve anos, la suma de sus eda-
des era de 30 anos. ;Cual es su edad actual?

a. 30 anos

b. 16 anos

c. 32 anos

d. 17 anos

e. 34 anos

c. 32 anos

Mary es 15 afnos mayor que Juan. Hace cinco afos tenia el doble de edad que é€l. ;Cual es la
edad de Mary?

a. 37 anos

b. 38 afos

c. 32 anos

d. 35 anos

d. 35 anos

Calcula el area de un rectangulo cuyo largo es cinco veces su ancho y cuyo perimetro es de
108 metros (m).

a. 405 m*
b. 460 m?
c. 395 m’
d. 415 m*

a. 405 m*

Un cable de 120 pies de longitud se corta en cuatro tramos. Si cada tramo tiene el doble de
longitud que el anterior, calcula la longitud del tramo mas largo.

a. 70 pies

b. 68 pies

c. 72 pies

d. 64 pies

d. 64 pies
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6.

Un cable de 58 pies de largo se corta en cuatro tramos. Si cada tramo mide 5 pies de longi-
tud mas que el anterior, jcual es la longitud del tramo mayor?

a. 22 pies

b. 20 pies

c. 28 pies

d. 24 pies

a. 22 pies

La suma de dos nimeros es 72. Si el menor es la quinta parte del mayor, ;cuail es el nimero
menor?

a. 14
b. 12
c. 15
d. 10

b. 12

Una persona vendi6 elotes durante tres dias. Si cada dia gané la mitad de lo que gané el dia
anterior, jcuanto gano el tercer dia si su ganancia total fue de $1330?

a. $200

b. $220

c. $190

d. $180

c. $190

Determina el producto de tres nimeros consecutivos tales que tres veces el mayor sea igual
a cuatro veces el menor disminuido en 19 unidades.

a. 15600

b. 19656

c. 17750

d. 17550

c. 17750

10. Determina el producto de tres nimeros pares consecutivos cuya suma sea 60.

a. 10560
b. 7980

c. 12140
d. 15600

a. 10560

11.

Se llena con metanol un tanque cilindrico hasta un tercio de su capacidad. Si se le agregan
8 litros mas, el nivel llega hasta la mitad del tanque. ;Cual es la capacidad del tanque?

a. 56 litros
b. 44 litros
c. 50 litros
d. 48 litros

d. 48 litros
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Roberto obtuvo las calificaciones siguientes en sendos examenes de biologia: 73, 62, 58 y
64. ;Qué calificacion debe obtener en un préximo examen para que su promedio sea de
70?

a. 90

b. 93

c. 94

d. 92

b. 93

13.

Calcula el area de un rectangulo cuyo largo mide el triple que su ancho y cuyo perimetro
es de 160 metros (m).

a. 1200 m?
b. 972 m’
c. 1083 m*
d. 1323 m?

a. 1200 m?

14.

Carlos gana 1.5 veces lo que gana José. Roberto gana 2.6 veces lo que gana Carlos y Mi-
guel, el doble de lo que gana Roberto. Si Miguel gana $39 000. ;Cuanto gana Carlos?

a. $7500
b. $5000
c. $8250
d. $5500
e. $8700

a. $7500

15.

¢Cuantos litros de una solucion salina al 20% deben agregarse a 20 litros de la misma so-
lucion al 12% para obtener otra igual al 16%?

a. 24

b. 18

c. 20

d. 25

c. 20

16.

¢Cuantos litros de desinfectante al 80% se deben mezclar con 80 litros de la misma sustan-
cia al 50% para obtener otra igual al 60%?

a. 45
b. 40
c. 50
d. 36
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17.

El ancho de una alberca mide la tercera parte de su largo. Determina su area a partir de
este dato: su perimetro es de 104 metros.

a. 588 m’
b. 675 m’
c. 507 m*
d. 432 m’

c. 507 m’

18.

Mario gana el doble que Juan y Toifio el triple que Mario. Si Tofio gana $12 150, ;cuanto
gana Mario?

a. $4050

b. $4300

c. $5070

d. $4600

a. $4050

19.

Alejandro gana 1.4 veces lo que gana Raul, mientras que Manuel gana el doble de lo que
gana Alejandro. Si Manuel gana $7 000, ;cudnto gana Alejandro?

a. $3360
b. $3780
c. $3500
d. $3640

c. $3500

20.

La edad de Juan es el triple que la de Luis y hace cinco anos tenia el cuadruple de la de
Luis. ;Cual es la edad de Juan?

a. 42 anos

b. 48 anos

¢. 39 anos

d. 45 anos

d. 45 anos

21.

El perimetro del rectangulo de la figura siguiente es de 50 metros (m). Calcula el area.
a. 240 m’
b
c

. 160 m

GBGx + Dm

d. 150 m*
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La escala de la temperatura Farenheit se relaciona con la escala Celsius (C) mediante la
ecuaciéon °F = 1.8C + 32. ;A cuantos grados Celsius equivalen 104 °F?

a. 38 °C

b. 40 °C

c. 42 °C

d. 45 °C

b. 40 °C

23.

Un agricultor dispone de 240 metros de material para cercar un pastizal. Como un rio co-
linda con uno de los lados de éste, s6lo necesita cercar los otros tres lados. Calcula el area
del pastizal si su largo debe medir el doble que su ancho.

a. 7400 m*
b. 7600 m*
c. 7800 m*
d. 7200 m*

d. 7200 m*

24.

Una persona dispone de 220 metros de cerca para forrar un corral como el que se muestra
en la figura siguiente. Calcula el area.

a. 1950 m?
b. 2100 m?
¢. 1800 m?
d. 1850 m?

a. 1950 m*

25.

El perimetro de un rectingulo es de 42 metros, y su largo mide 5 metros mas que su an-
cho. Calcula su area.

a. 126 m*
b. 84 m*

c. 104 m?
d. 150 m* a=x

¢. 140 m?
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26.

Martha y Joaquin distan 160 metros entre si. Si empiezan a caminar uno hacia el otro, al
mismo tiempo y a velocidad promedio de 1.4 metros por segundo (m/s) y 1.8 m/s, respecti-
vamente, ;dentro de cuanto tiempo se encontraran? [Nota: considera esta formula: Distancia
(d) = velocidad promedio (v) por tiempo (9), es decir, d = vt.]

a. 48 s

b. 50 s

c. 55s
d. 45 s

b. 50s

27.

A las 16:00 pm dos autos salen de un mismo lugar, uno hacia el Norte con una velocidad
de 80 kilémetros por hora (km/h) y el otro hacia el Sur con una velocidad promedio de 96
km/h. ;A qué hora estaran los autos separados una distancia de 440 km? (Nota: d = vt.)

a. 18:15 rm

b. 18:45 pm

c. 18:30 pm

d. 18:00 pm

c. 18:30 pm

28.

¢Cuantos litros de agua pura se deben agregar a 40 litros de una solucion salina al 12% para
obtener otra igual al 4%?

a. 80 litros

b. 90 litros

c. 70 litros

d. 60 litros

a. 80 litros

29.

;Cuantos kilogramos de café de $8 se deben mezclar con 40 kilogramos (kg) de otro tipo
de café de $5 para obtener una mezcla cuyo precio sea de $7 por kilogramo?

a. 70 kg

b. 90 kg

c. 80 kg

d. 75 kg

c. 80 kg

30.

¢Cuantos kilogramos de café cuyo precio es de $7.40 por kilogramo (kg) se deben mezclar
con 20 kilogramos de otro tipo de café de $5.20 para obtener una mezcla cuyo precio sea
de $6.00?

a. 10.5 kg
b. 11.4 kg
c. 125 kg
d. 9.5 kg

b. 11.4 kg




31.

Las ecuaciones lineales como modelos matematicos

Sean A4, By C los angulos interiores de un triangulo. Si B mide el doble que A4 y el angulo
C mide 1.5 veces B, ;cuanto mide el angulo C? (Nota: en un tridangulo, A + B + C = 180°.)
a. 75°
b. 80°
c. 90°
d. 85°

c. 90°

32. Juan pesa 98 kilogramos (kg) y su médico lo somete a una dieta que le permite bajar 3 kg

por mes. ;Cual sera el peso (w) de Juan después de x meses?
a w=98 -3 —x

b. w = 3x —98
c. w= 95x

d. w =98 — 3x
e. w =98 + 3x

d. w= 98 — 3x

33.

Un avion debe recorrer N kilémetros. Si ha recorrido M kilometros, ¢qué distancia (d) le
falta recorrer?

a. d = (N + M) kilémetros

b. d = (M — N) kilébmetros

c. d = (N — M) kilometros

d. Ninguno de los anteriores

c. d = (M — N) kilébmetros

34.

Escribe en una ecuacion el enunciado siguiente: “Un ndmero aumentado en 6% es igual a
840”.

a. x + 6% = 840
b. x + 0.06 = 840

50

d. x + 0.06x = 840

d. x + 0.06x = 840

35.

Escribe en una ecuacién el enunciado siguiente: “La mitad de un nimero mas un tercio del
mismo es igual a 150”.

a. 2x + 3x = 150

b_i—l—i:lSO
2x  3x

JREE
2 3

d. Ninguno de los anteriores

IS}
N | R
+
w R
Il
—
N
S
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36. Manuel debe juntar d dolares para pagar el enganche de un automévil. Si ha reunido NV
délares, ;cuantos dolares le faltan?

ax=N+d

b.x=d—-N

c.x=N-—d
b. x=d—-N

37. Rosa ha gastado § de un sueldo mensual. Si le quedan $4000, ;cudnto gana al mes?

a. $20000
b. $18000
c. $17000
d. $16000

b. $18000

38. Un padre deja a su hijo mayor § de su fortuna, al siguiente 2 de la misma y al menor los
$140 000 que restan. Calcula el monto total de la herencia.

a. $400 000
b. $380000
c. $420000
d. $460000

a. $400000

Ecuaciones racionales

Las ecuaciones racionales son las que incluyen fracciones y al menos uno de sus
denominadores es una expresion que contiene la incognita.

Para resolver una ecuacion racional primero se multiplican ambos miembros de
la ecuacioén por el minimo comin denominador de todos los denominadores que
aparecen en ella, con el fin de eliminarlos, y después se resuelve la ecuacion resul-
tante aplicando el método que ya estudiamos.

La expresion por la que se multiplican ambos miembros de la ecuacién re-
sultante no siempre equivale a la inicial; por ello, las raices de la expresion final
pueden ser diferentes de la original. Asi, al resolver ecuaciones racionales se debe
comprobar que los resultados obtenidos no sean raices extranas.

m a. Determina el conjunto solucién de la ecuacion
1 9x —7
5 n _9

X x + 2

Solucion

Primero, la x debe ser diferente de cero y de —2.
El minimo comin denominador es x(x + 2); por tanto, ambos miembros de la ecuacién
se multiplican por esta expresion, de lo que resulta:

x(x+2)|i§+9x_7}=x(x+2)9
X x + 2




Ecuaciones racionales

15(x + 2) + x(9x — 7) = 9x(x + 2)
15x + 30 + 9x* — 7x = 9x* + 18x
8x + 9x* + 30 = 9x* + 18x

8x + 9x* — 9x* — 18x = —30
—10x = —30
-30
¥~ 10
x=3

Comprueba que x = 3 no sea raiz extrafia de la ecuacion original.

b. Resuelve la ecuacion

Solucion

El minimo comin denominador es x — 4; por tanto, ambos miembros de la ecuacion se
multiplican por esta expresion, de lo que resulta:

2x 8
— 4 ——|=4(x— 4
(* )Lc—4 x—4} (* )
2x — 8 = 4x — 16

2x —4x=—16 + 8

—2x = —8

-8
X= 2
X =4

La solucion x = 4 es una raiz extrafa respecto a la ecuacion original porque anula el deno-
minador x — 4 y la divisién entre cero no esta definida.

1. Resuelve las ecuaciones racionales siguientes. (Elige la opcion correcta.)

Jl,1 1 , 5 4
"2 5 x Tx—2 x-—1
7 a.x=—3
a4-X= 90 b.x=3
10 c.x=4
= dx= -5
b. x 5
c. x=1.5
d E
.x—9
10
bx:— a.x=_3
7
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Ecuaciones

9 8

. = 7. 1=
x—2 2x+1 x=3 x+2
a.x =3 ax=—3
b.x= -3 3
c. x=—25 b x—_Z
d x=25
c.x=3
clx:é
’ 4
3
Lx= -2 b, x=—>
Cc. X 5 X 4
2 6
1250 g > SENE
X X X y—-1 y—3 y-—3
(,zxz—1 a.y=
2 b.y=-17
b 1 c.y=17
.x—_g d.y=—
1
c. x=-—
2
d.x=%
1
b. x=—— a.y=06
3 y
-1 -3
x—1_x-3_ 3 o 3, 1_7
x+3 X x° + 3x X 4 4x
a.x==6 a.x= -3
b.x=5 b.x=—4
c.x=7 c.x= -5
dx=4 dx=5
a. x=06 c. x= -5
bdx —12 x_s_g x—4 x+2 x*—-2x-8
a.x= -5 a.x= -3
b.x = —4 b.x=3
c.x=6 c. x=—4
dx=5 dx=4
d.x=5 a. x=—3




Ecuaciones racionales como modelos matemeaticos

Ecuaciones racionales como modelos matematicos

Veamos a continuacion problemas de la vida real cuyo modelo es una ecuacion
racional.

a. Un albanil A puede pintar una casa en tres dias y otro albaiiil B puede hacerlo en seis dias.
¢Cuanto tiempo tardarian en realizar el trabajo los dos juntos?
Solucién

Si x representa el tiempo en dias que tardaran en pintar la casa trabajando juntos, se tiene
lo siguiente.

En un dia, el albaiil 4 realiza § del trabajo mientras que B realiza ¢ del mismo. Si los dos
trabajaran juntos, terminarian + del trabajo en un dia; por tanto, obtendriamos la ecuacion:

Al multiplicar ambos miembros de la ecuacién por 6x queda:

(5 +5)=o+(3)

2x +x =06
3x =6

6

x= —

3

x =2

Ambos albaiiles tardaran dos dias en pintar la casa juntos.

b. Una tuberia puede llenar un tanque en 10 horas, en tanto que otra puede vaciarlo en 15 ho-
ras. En cuanto tiempo se llenara ese tanque si ambas tuberias se abren simultineamente?
Solucién

En una hora, la primera tuberia llena ; del volumen del tanque y la segunda vacia & del
volumen en el mismo tiempo.

Si x representa el nimero total de horas que deben transcurrir para que se llene el tan-
que, entonces + es el volumen del tanque, que se llena en una hora cuando ambas tuberias
estan abiertas simultaineamente; luego:

111
X

10 15

Al multiplicar ambos miembros de la ecuacion anterior por el minimo comun multiplo

(Mcwm), que es (30x), resulta:
3096(i - i) = SOx(l)
10 15 x

3x — 2x = 30
x = 30

Cuando las dos tuberias se abren al mismo tiempo el tanque se termina de llenar en 30
horas.
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Ejercicios 4

I. Resuelve los problemas siguientes. (Elige la opcion correcta.)

1. Un albanil puede terminar de pintar una casa en cuatro dias y otro en tres. ;Cuanto tiempo
tardaran en pintar la casa si trabajan juntos?
a. 1.7 dias
b. 1.5 dias
c. 1dia
d. 12 horas

a. 1.7 dias

2. Juan puede efectuar un trabajo en 20 minutos. Si trabaja en equipo con Luis, tardarian 12
minutos. ¢En cuanto tiempo puede Luis realizar el trabajo?
a. 35 minutos
b. 25 minutos
¢. 40 minutos
d. 30 minutos

d. 30 minutos

3. Una llave puede llenar un tanque en 10 minutos, mientras que otra requiere 8 minutos para
hacerlo. Una vez lleno el tanque, la tuberia del desagiie tarda 15 minutos en vaciarlo. Si las
dos llaves estan abiertas, asi como la tuberia del desagiie, ;en cuanto tiempo se llenara el
tanque?

a. 5 minutos
b. 6.3 minutos
¢. 7 minutos
d. 5.6 minutos

b. 6.3 minutos

4. Una alberca tiene dos tubos de alimentacién. Uno termina de llenar la piscina en cuatro ho-
ras (h), mientras que el otro tarda seis horas en hacerlo. Si una vez llena la alberca el tubo
de desagiie termina de vaciarla en tres horas, jcuanto tiempo tardara en llenarse si estin
abiertos los dos tubos y el desagiie?

a. 10 h
b. 14 h
c. 12h
d 11 h

c. 12 h

5. Una alberca tiene tres tubos de alimentacion, A, By C, respectivamente. El tubo A tarda cua-
tro horas (h) en llenar la piscina, el tubo B, nueve horas, y el C, 12 horas. ;Cuanto tardara en
llenarse la alberca si estan abiertos los tres tubos a la vez?
a.2.25h
b.2h
c.3h
d.1.75 h

a. 2.25h
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6. Lucy tarda 90 minutos en podar el césped. Si ella y su hermana trabajan juntas, tardan 36
minutos en realizar el trabajo. ;Cuanto tiempo requerira su hermana para podar ella sola el
césped?

a. 50 minutos
b. 54 minutos
¢. 60 minutos
d. 65 minutos

¢. 60 minutos

7. Una alberca olimpica tiene tres tubos de alimentacién. El primero tarda 30 horas (h) en lle-
narla; el segundo, 40 horas, y el tercero, un dia. Si las tres llaves se abren simultineamente,
¢cuantas horas se necesitara para llenar la alberca?

a.95h
b. 8.6 h
c. 10.5h
d. 10 h

d. 10 h

Ecuaciones radicales de la forma Jax +b =«

Una ecuacion con radicales es aquella en la que la incognita aparece en el radican-
do de un radical; por ejemplo, \/x + 8 =16,

Para resolver ecuaciones con radicales hay que despejar uno de los radicales
aislandolo en uno de los miembros de la ecuacion, en caso de ser necesario. Luego
deben elevarse ambos miembros de la ecuacion a una potencia igual al indice del
radical, lo que permitira que desaparezca el radical despejado. Este proceso se repi-
te hasta que se hayan eliminado todos los radicales presentes y entonces se resuelve
la ecuacion como ya hemos estudiado.

Al resolver la ecuacion final se debe verificar que las raices no sean extrafias
respecto a la ecuacién original, pues como recordaras, elevar ambos miembros de
una ecuacion a una misma potencia no siempre da como resultado una ecuacion
equivalente a la original.

a. Resuelve la ecuacién Jx +3 =3 m

Solucion

Al elevar al cuadrado ambos miembros de la ecuacion resulta:

Comprobacion
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J9=3

3=3
b. Resuelve la ecuacién /5x —4 =0.

Solucion

Elevemos ambos miembros de la ecuacion al cuadrado

[Fi] =6

5x — 4 = 36
5x =36 + 4
5x = 40

_ 40

¥~ s

x =8

Comprobacion

5x —4 =36

5(8)—4=6

40—-4=6

J36 =6

6=06

c. Resuelve la ecuacion 3x —5 +8 =11,

Solucion

Antes de elevar al cuadrado ambos miembros de la ecuacion debes despejar el radical

3, /x—5+8=11
3/x—5=11—-8

3Jx —5=3
x—5=é
3

x—5=1

Ahora ya puedes elevar al cuadrado ambos miembros de la ecuacion resultante

(75 -

x—5=1
x=1+5

x=06

Comprobacion
3 /x—5+8=11
3,/6—-5+8=11

3J1+8=11
11 = 11




Ecuaciones radicales de la reforma Vax + b = ¢

1. Resuelve las ecuaciones con radicales siguientes. (Elige la opcion correcta.)

1. J2x +3 =5

a.x =14 a.x=0
b.x =35 b.x=1
c.x=11 c.x =2
d x=065 dx=0
c. x=11 c. X — 2
2. J3x+4=5 6. 3t,/3—2x =8
a.x =96 a.x=—11
b.x=06 b.x =14
c.x=8 c. x =11
dx=7 d x=—12
d.x=7 a. x = —11
3. 2Jyy+7—-3=5 7. J6—x —2=1
a.y=9 a.x= -3
b.y=23 b.x=3
c.y=1 c.x=5
d.y=15 dx= -5
a.y=9 a. x=—3
4., 5y —1-8=-1 8. J9—x=0
a.y =10 a.x=d¢
b.y= b.x=9
c.y=906 c.x=-9
d.y=11 d. x = ninguno de los anteriores

a. y=10
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a.x
b. x
c. x
d. x

Ecuaciones

9. J5xt+4=4 10. 52x —1=20
2.8 ax =75
2.6 b.x =95
2.4 c. x=38
2.5 d x = 8.5
c. x =24 d x = 8.5

Ecuaciones con valor absoluto de la forma |ax + b| = ¢

Recuerda que dado un nimero real a, su valor absoluto (que, como recordaras, se
representa con la| es a, si es positivo, —a si a es negativo o cero si a = 0.

Asi,
18] =8
| -8 = —(—-8) =38
lo] =0
Si se tiene la ecuacion |a| = 9, entonces su conjunto solucion es § = {9, —9}, ya
que |9 =9y |-9]| =9.
Si se tiene la ecuacion |2x — 3| = 9, se puede efectuar el siguiente cambio de
variable:
Seaa = 2x — 3. De ello resulta |a| = 9,0sea,a =9 o a = —9, pero en virtud

de que @ = 2x — 3, resultan las ecuaciones siguientes:

2x —3=9 o 2x —3=-9
2x=9+3 o 2x = -9+ 3
2x = 12 o 2x = —6
12 -6
XT5 o x=—
x=06 o x=-3

El conjunto solucién de la ecuacion se representa asi:

§={-30}
Si tenemos una ecuacién con valor absoluto de la forma |ax + b| = ¢, donde
a 7 0 y ¢ es una constante mayor o igual que cero, para determinar su conjunto
solucion se resuelven las ecuaciones ax + b = cyax + b = —c.

Los valores de x que las satisfacen son los elementos del conjunto solucién
de la ecuacion original. En caso de que el término constante ¢ sea un nimero ne-
gativo, la ecuacion no tiene solucion, ya que el valor absoluto de un nimero es
siempre mayor o igual que cero.
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Ejercicios 6

I. Resuelve las ecuaciones con valor absoluto siguientes. (Elige la opcion correcta.)

1.5=|x—-5| =3 6. |5x — 4| =10
a.S={-2,8) a.S$=1{12, -2.8)
b.s=1{2,8) b.S={-12,-2.8)
c. S=1{2, -8} c. $=1{-1.2,28)
d. S ={-2, -8} d.s=1{1228)
b. S =1{2,8} c. $=1{-1.2,2.8}
S=1|2x—-3|=-7 7. |7 —2x| =9
a. S ={-2} a. S ={-8,1}
b. S ={2, -5} b.S={-1,8}
c. $={-2,-5} c. $=1{-1, -8}
d. ¢ d.s=1{1,8}
d. ¢ b. $={-1,8
|4x — 9| =3 8. |5x +7| =23
a. S=1{1,5, 3} a. S =1{-6,3.2}
b.§=1{-1,5, -3} b.S={-32,—6)
c. $=1{-1,5, 3} c. §=1{-3.2,6}
d.S=1{-31,5} d.S=1{3.2,06}
d.§=1{-31,5} a. S$=1{-6,3.2}
[2x + 3| =9 9. [3x — 9| =0
a. S =1{-6,3} a. S = {3}
b. S ={-3,06} b. S ={-3}
c. $=1{3,6} c. $=1{-3,3}
d.§S={-3, -6} d.S=¢
a. S ={-6, 3} a. S = {3}
|x — 11| =0 10. |15 — 3x| =6
a. S={-11, 11} a.S=1{-7, -3}
b. s ={-11} b.S=1{-37
c. §={11} c. $=1{-7,3}
d. ¢ d.s=1{3,7)
c. $={11} d. §=1{3,7}
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11. |6 — x| =0 12, |x — 4| = -2
a. ¢ a.§=1{2,0}
b. S = {—6, 6} b. S ={-2, -6}
c. $=1{-6} c. ¢
d. s = {6} d S={-22}
d. S = {6} c. &

I. Determina el conjunto solucion de las ecuaciones siguientes. (Elige la opcion correcta.)

1. 8x — 3(2x — 4) = 18 4. Evalia la expresion
a.x =2 x+1 x—-6 37
+ 9x — i - — =
b x = 4 2x* + 9x — 40 si 5 3 15
c.x = —2 - 5
d x=-3 a.x= -
_ b.x, =2
e.x=3 2
c.x=—3
dx=23
e.x=—1
e. x=3
_ 9 8
2.13 —4Gx+ 1) = 3(7 — 5x) — 15 5. =
x—2 2x+1
a.x = 0.6
5
b x=2 a. x=-5
> 5
c xzé bx=5
dx= 02 ¢ 5=
.x—4. . 5
_ 3
e. x=— __2
5 d x >
e. x = 20.25 5
a. x = 0.6 a. x=——
2
9 1 3 1
—x+7=——-x —+—=8
3.4 > 6'x .
a.x=2 a.x =2
b.x=1 b.x=1
c.x=—-2 3
d x= -1 c x+l
e.x=4 4
al.x=l
2
e x=2 1
chxi= 2 2 d x=§




Evaluacion
7 _EZE 10. |x — 4| = =2
8 «x a. S = {2, 6}
a.%= —20 b. S ={-2, 6}
c.x==75 d.s=1{2, -6
d. x =20
a. x = —20 c. ¢
3 8  x _s 11. |9 — 2x| =5
"x-2 x-2 a.S=1{2,7)
ax=3 b. S =1{3,5}
b. x = —3 C.S:{—2,7}
c. x =4 ds=1{-2, -7
d.x:_]. e'S:{Z, _7}
e. X = raiz extrafa
a. x=3 a. S =1{2,7}
9. |x—5] =0 12. J3x—-2-7=3
a.§ = {5} a.x =34
b. S =1{-5} b. x = 30
c. §=1{=55} c. x =27
d. ¢ d x =31
e. x =29
a. S = {5} a. S=34

13. Despeja la literal w en la ecuacion
ab

_:k'
w
k
a. w=—
ab
b. w = abk
ab
C w:_
k
d w=ab —
d w=2
k

I1. Despeja la literal que se indica en las ecuaciones siguientes. (Elige la opcion correcta.)

14. Despeja la literal y en la ecuacion

S5ay — gt = K.
_kK-g

5a
b.y=K+ gt — 5a

a. 'y

c.y=K+ gt+ 5a

K + gt
d y= &
5a

K+t gt
5a

327



328 Capitulo 11

Ecuaciones

III. Resuelve los problemas de aplicacion siguientes, en los que el modelo matemdtico es una ecua-
cion lineal. (Elige la opcion correcta.)

15.

La suma de dos nimeros es 68. Si uno es 20 unidades mayor que el otro, ;cudl es el ni-
mero mayor?

a. 44
b. 46
c. 48
d. 47

a. 44

16.

Un cable de 186 pies de longitud se corta en cuatro tramos. Si cada tramo tiene tres pies
de longitud mas que el anterior, calcula la longitud del tramo mayor.

a. 84 pies
b. 58 pies
c. 51 pies
d. 93 pies

c. 51 pies

17.

La suma de tres nimeros consecutivos es 123. Determina el nimero que resulta al restar
el mayor de la suma de los otros dos.

. 43
. 36
39
. 46
40

S

® X0

c. 39

18.

¢Cuantos litros de una solucién desinfectante al 12% deben mezclarse en 30 litros de la
misma solucion al 46% para obtener otra al 24%?

a. 55 litros
b. 50 litros
¢. 60 litros
d. 46 litros
e. 48 litros

a. 55 litros




Evaluacion

19. ;Cuantos kilogramos de café de $8.00 se deben mezclar con 40 kilogramos (kg) de otro

de $5.00 para obtener una mezcla cuyo precio es de $7.00?

a. 90 kg
b. 80 kg
c. 85 kg
d. 78 kg

b. 80 kg

IV. Resuelve los siguientes problemas de aplicacion donde el modelo es una ecuacion racional.
(Elige la opcion correcta.)

20. Un albanil puede terminar de pintar una casa en cuatro dias y otro en seis dias. ;En cuanto

tiempo terminarian el trabajo si lo hicieran juntos?

a. 2.4 dias
b. 3.2 dias
c. 1.8 dias
d. 2.9 dias

a. 2.4 dias

21.

Ana puede limpiar su casa en tres horas, en tanto que su hermana puede hacerlo en cua-
tro horas. Carlos, el hermano menor, puede dejarla completamente sucia en seis horas. Si
las hermanas juntas limpian la casa y, al mismo tiempo, Carlos juega, sen cuanto tiempo
quedara limpia la casa?

a. 2 horas
b. 2.4 horas
c. 3 horas
d. 3.5 horas

b. 2.4 horas
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Razones,
proporciones y
porcentajes

Razones » Razones
En la solucién de problemas de la vida real a menudo hay que comparar dos » Proporciones
cantidades, es decir, determinar cuantas veces una contiene a la otra. » Porcentajes

Matematicamente, comparar las cantidades significa dividir la magnitud
de una entre la magnitud de la otra y el resultado de dicha comparacion re-
cibe el nombre de razon.

La razén entre dos cantidades a y b puede representarse de las formas
siguientes:

a:b, ¢ obien, a =+ b,
donde b es diferente de cero. La notaciéon a:b se lee como “a es a b”. Por
ejemplo, si en un salén de clases hay 12 hombres y 4 mujeres, la razon de
hombres a mujeres es 12:4, 22 0 12 + 4 = 3. Ello significa que en el sal6n hay
tres hombres por cada mujer.

Asimismo, la razén de mujeres a hombres es 4:12, es decir, 15 = %, lo cual
significa que por cada mujer hay tres hombres.

El primer término de una razon se llama antecedente y el segundo, conse-
cuente. Asi, en la razén 7:6, el antecedente es 7 y el consecuente es 6.

Al comparar magnitudes de la misma naturaleza deben expresarse en las
mismas unidades de medicion. Por ejemplo, para comparar 10 onzas con 10
libras se requiere expresar ambas cantidades en onzas o en libras.
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Encuentra la razén de 80 centavos a 4 pesos.
Solucién

Primero hay que convertir los pesos en centavos:

1 peso = 100 centavos,

400 centavos

luego 4 pesos
La razon de 80 centavos a 4 pesos es igual a:

80 centavos

1
=2 2 =1+5=15
400 centavos 5

r Las razones como modelos matematicos

A continuacion analizaremos algunos ejemplos en los que el modelo matematico
es una razon.

a. En una escuela, la razon de alumnos respecto a las alumnas es de 4:3. Si en la escuela hay
1400 estudiantes, ;cuantos alumnos hay en la escuela?

Solucion

La razén de 4:3 es numéricamente equivalente a la fraccién 3. Esta fraccion es la simplifica-
cion de otra que se obtiene al dividir la cantidad de hombres entre la cantidad de mujeres,
es decir:

cantidad de hombres _ é
cantidad de mujeres 3

De acuerdo con lo anterior, al simplificar la fracciéon original se cancelé un factor comun al
numerador y denominador de la fraccion original. Si representamos ese factor comin con
la literal x, tenemos:

4x 4

3x 3

es decir, la cantidad de hombres en términos de x es igual a 4x, y la cantidad de mujeres es
igual a 3x; por consiguiente:

4x + 3x = 1400
7x = 1400
14
x= % =200

Por tanto, la cantidad de hombres es 4(200) = 800.

b. El largo y el ancho de un terreno rectangular estin a la razon de 9:4. El perimetro del terre-
no es de 2080 metros (m). Determina la longitud de su largo y ancho.

Solucion

La razén 9:4 es igual a 2. Esta fraccion resulta al simplificar otra que se obtiene al dividir la
longitud del largo entre la del ancho.

Si x representa el factor comin del numerador y del denominador de la fraccion origi-
nal, tenemos
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9x = longitud del largo
4x = longitud del ancho

Por tanto, de acuerdo con la figura siguiente, el perimetro del terreno es 2(9x) + 2(4x)

4x

Ox

De esta manera
18x + 8x = 2080

26x = 2080
2080
YT 6

x = 80

Por consiguiente

Largo = 9(80) = 720 m
Ancho = 4(80) = 320 m

1. Resuelve los siguientes problemas de razones. (Elige la opcion correcta.)

1. José contesto correctamente 35 de 50 preguntas de un examen. ;Cual es la razoén de respues-
tas correctas al nimero total de preguntas?

2 b.l 7 d9

a. — c. — .
5 2 10 10

7
c. —
10
2. Encuentra la razon de 20 centavos de dolar a 3 ddlares.
a. i b. 1 c. 3 d. i
15 5 15 15
5oL
5
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3. Esteban contestd correctamente 12 de 18 preguntas de su examen de fisica y 14 preguntas
de 20 de su examen de inglés. ;En qué examen obtuvo mejor calificacion?

a. En el de fisica
b. En el de inglés

4. Un grupo de bidlogos pescé 24 carpas y 36 lobinas. Cual es la razon de lobinas a carpas?

2 bé c.é d.9
3

a. — .
3 2 5

b 2
2

5. En una escuela la cantidad de alumnos de primer afio respecto a los de segundo es de 4:3.
Si en la escuela hay 3500 alumnos en total, ;cuantos de ellos estan en segundo ano?

a. 1400
b. 1600
c. 1750
d. 1500

d. 1500

6. Una gasolinera encuentra que el consumo de gasolina Magna excede la compra de gasolina
Premium en una proporcién de 9:5. La cuota mensual de la gasolinera es de 28 000 litros.
¢Cuantos litros de gasolina Magna deben ordenarse para que la cuota conserve esta razon?

a. 10 000
b. 20 000
c. 18 000
d. 16 000

c. 18000
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7. El largo y el ancho de un rectingulo estan razon de 7:4. Su perimetro es de 550 pies. Deter-

mina el area del rectangulo.
a. 17 500 pies’
b. 20 600 pies’
c. 15 400 pies®
d. 19 000 pies”

a. 17500 pies”

8. Los lados de un triangulo estdn a la razén de 10:7:6. Si un perimetro es de 2185 centimetros

(cm), scual es la longitud del lado mayor?

a. 920 cm
b. 980 cm
c. 900 cm
d. 950 cm

d. 950 cm

9. Los angulos interiores de un tridngulo estin a la razén 5:4:3. Halla la medida del angulo

menor.

a. 40°
b. 45°
c. 48°
d. 36°

b. 45°

10.

El largo y el ancho de un rectingulo estin a la razén de 9:4. Si su perimetro es de 2080
metros (m), halla la longitud del ancho.

a. 720 m
b. 320 m
c. 760 m
d. 300 m

b. 320 m
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Proporciones

Una proporcion es una expresion que indica que dos razones son iguales; por ejem-
plo, 4:5 = 12:15, £ = &, etcétera.

Si tenemos la proporcion a:b = c:d, los términos a y d se llaman extremos,
mientras que by ¢ son sus medios. La notacion se lee “a es a b como c es a d”. Por
citar un caso, en la proporcion 4:7 = 32:56 los términos extremos son 4 y 56, en

tanto que los medios son 7y 32.

» Propiedades de las proporciones

La propiedad fundamental de las proporciones establece que el producto de los
extremos de una proporcion es igual al producto de sus medios.

De acuerdo con lo anterior, las razones a:b y c:d son una proporcion si y sélo
si ad = bc.

A continuacion demostraremos la propiedad fundamental. Para ello supondre-
mos que los términos que son denominadores son distintos de cero.

Demostracion

<
d

SN

Si multiplicamos ambos miembros de la proporcién anterior por el producto bd

resulta:
vl ol 2)

de donde al simplificar resulta ad = bc, lo que deseabamos demostrar
a:b =cd siysoélosi ad = bc

De la propiedad fundamental de las proporciones y de las propiedades de las
ecuaciones se derivan las propiedades siguientes (observa que incluimos la propie-
dad fundamental, que acabamos de demostrar].

Propiedades de las proporciones

e Propiedad fundamental de las proporciones: el producto de los extremos de
una proporcion es igual al producto de sus medios.

.a ¢ a b
e Si —=—, entonces — = —

b d c d

.a ¢ b d
e Si —=— entonces —=—

b d a ¢

.a ¢ a+b c+d
e Si —=—, entonces =

b d b d

.a ¢ a—b c¢c—d
e Si —=— entonces —— =

b d b d

.a ¢ a+b c+d
e Si —=—, entonces =

b d a—b c—d
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» (alculo de un término de una proporcion

Para resolver proporciones debes aplicar su propiedad fundamental o las propieda-
des de la igualdad, ya que toda proporcién es una ecuacion.

4
a. Resuelve la proporcion 3 =

R |

Solucion

Al aplicar la propiedad fundamental de las proporciones tenemos que 4x = 40, de donde

ﬁ—@ o sea
A 4 ’
40
x:_
4
x =10
4 x
b. —=—.
7 56
Solucion

En este caso, 4(56) = 7x, de donde

4(56)
x:_

7
x = 4(8)
x = 32

» Las proporciones como modelos matematicos

Algunos problemas de la vida real se pueden resolver a partir del planteamiento y
la solucién de una proporcion. Analicemos algunos ejemplos.

a. Si un auto puede recorrer 270 kilometros (km) con 15 litros (1) de gasolina, ;qué distancia
puede recorrer con 20 litros?

Solucion
15 ¢ 270 km

20 ¢ x km, luego
15 _270
20 X
15x = 270(20)
270(20)
x = —
15

x = 360 km

Con 20 litros el auto recorre 360 kilometros.

b. La escala de un mapa indica que 0.4 centimetros (cm) representa 20 kilometros (km). En
el mapa, la distancia entre dos ciudades es de 8 cm. ;Cual es la distancia real entre las dos
ciudades?

Solucion

0.4 cm 20 km
8 cm x kmy luego
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04 _20

8

x = 400 km

La distancia real entre la ciudad es de 400 kilometros.

¢. Si 27 plumas cuestan $48.60, ;cuil es el costo de 60 plumas?

Solucion

Asi, 60 plumas cuestan $108.

27 $48.60
60 luego
E _ 48.6
60
x = 108

L. En las proporciones siguientes, halla el valor de x. (Elige la opcion correcta.)

1. Z=§ . 7:x = 42:48
5 x _
a. x = 48 Zx:
b. x = 45 X
c.x=6
c. x =50 dx=9
d. x = 42 ’
b. x = 45 a. x =8
2 2 5 14 x
" x 100 " 35 20
a. x = 40 a.x=9
b. x =35 b.x=7
c. x =45 c.x=6
d. x =50 dx=38
a. x = 40 d. x=8
3 9_«x E
12 60 150 10
a. x = 40 a. x =110
b. x =50 b.x=95
c. x =45 c. x =115
d. x = 48 d. x =105
a. x = 40 d. x = 105
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7. 738 8. x:16 = 3:12
14 x
a.x =126 ax=3
b. x =116 b.x=2
c. x =112 c.x=4%
d.x = 118 dx=5
b. x =116 c. x=4

I1. Resuelve los problemas de aplicacion siguientes donde el modelo matemdtico es una proporcion.
(Elige la opcion correcta.)

9. Un automovil recorre 120 kilémetros (km) con 15 litros (€) de gasolina. ;Cuantos kilome-
tros puede recorrer con 20 litros?
a. 180 km
b. 160 km
c. 190 km
d. 200 km

b. 160 km

10. Un automoévil recorre 96 kilémetros (km) con 8 litros (€) de gasolina. ;Cudntos litros se
necesitan para recorrer 336 kilémetros?
a. 30 litros
b. 28 litros
c. 32 litros
d. 26 litros

b. 28 litros

11. Un auto que se mueve con rapidez constante recorre 330 metros (m) en 22 segundos (s).
¢Cuantos metros recorrera en 28 segundos?

a. 420 m
b. 400 m
¢. 450 m
d. 380 m

a. 420 m
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12. Un avion que se mueve con velocidad constante recorre 420 kilometros (km) en una hora
(h). sCuanto tiempo tardara en recorrer 2730 kilémetros?
a.75h
b.6h
c. 575 h
d.65h

d. 6.5h

13. La escala de un mapa indica que 5 centimetros (cm) representan 60 kilémetros (km). Si en
el mapa la distancia entre dos ciudades es de 12 cm, ¢cual es la distancia real entre ellas?
a. 140 km
b. 148 km
c. 150 km
d. 144 km

d. 144 km

14. Un motor gira 36 revoluciones en 3 segundos. ;Cudntas revoluciones girard en 4 minutos?
a. 2880
b. 2800
¢. 2960
d. 2840

a. 2880

15. Se requieren cuatro kilogramos de harina para elaborar 160 tortillas. ;Cuantos kilogramos
se deben comprar para preparar 280 tortillas?

a. 6

b. 8
c. 7
d.9

c. 7

16. En cierta ciudad, de una muestra de 150 habitantes 12 resultaron con influenza. Si la pobla-
cion es de 200 000 habitantes, ;cuantos se estima que tengan influenza?
a. 16 000
b. 18 000
c. 15 600
d. 17 200

a. 16000
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17. De una muestra de 800 tornillos, 750 resultaron sin defecto. Si la produccion total fue de

900 000 tornillos, ¢cuintos pueden salir defectuosos?

a. 56 250
b. 60 000
c. 52 400
d. 55 400

a. 56250
18. Si 35 libros cuestan $2450, ;cuanto tendrds que pagar por 80 libros?
a. $5800
b. $5400
c. $6100
d. $5600
d. $5600

19. Ocho galones de pintura son suficientes para pintar ¢ de una pared. ;Cudntos galones se

necesitaran para pintar la pared completa?
a. 12
b. 10

c. 9
d. 11

b. 10

20. Al vender 46 cerraduras se gana $1288. ;Cudnto se ganara si venden 105 cerraduras?
a. $2940
b. $2900
c. $3000
d. $2800

a. $2940

Porcentajes

Una de las formas mas eficientes para comparar cantidades es el uso de porcentajes.
La razén de un numero a cien se llama porcentaje (o tanto por ciento). Cuando se
habla de un tanto por ciento, significa que dicho nimero puede dividirse en 100
partes iguales, de las cuales se toma un tanto. El porcentaje se representa con el
simbolo %.

Todo porcentaje puede expresarse como una fraccion o como un nimero deci-
mal. Analiza los ejemplos siguientes:

341
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© 40% = 5 = 0.4
* 5% =15 =0.05
* 200% = 3% =

e 120% =120 =1.2

100
. 100% =18 =1

.« 50% =22 =0.5

» Solucion de problemas de porcentajes

Una forma sencilla de resolver problemas de porcentajes consiste en plantear el
modelo como una proporciéon. Veamos a continuacién algunos ejemplos.

a. Calcula el 20% de 86.
Solucién
Si x representa 20% de 86, tenemos que:

* 100% corresponde a 86.
* 20% corresponde a x.

De la informacién anterior resulta la proporcion siguiente:

100 86
>0 = . de donde
100x = (86)(20), luego
. 86(20)
100
x=17.2

El 20% de 86 es 17.2.
b. :48 es 12% de qué nimero?
Solucién
Si x representa el namero buscado, tenemos

* 12% corresponde a 48.
* 100% corresponde a x.

Con la informacion anterior se forma esta proporcion

12 4—8, donde:
100 x
12x = 48(100)
48(100)
=
12
x = 400

El 12% de 400 es 48.
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c. El ejemplo siguiente se refiere a la grafica circular de la figura de abajo. Mediante las gra-
ficas circulares se comparan cantidades como parte de un todo. El todo es representado
por el circulo y las partes aparecen como fracciones de éste. Generalmente las partes estan
expresadas en porcentajes y el circulo entero corresponde a 100%.

41% PAN

“‘-l....aznzg

12% PRD

39% PRI

Numero de votantes en la ciudad
de Guadalupe en julio de 2000

Si en julio del ano 2000 votaron 124 000 ciudadanos de la ciudad de Guadalupe, Nuevo
Le6n, scuantos votaron por el prp?

Solucién
100% 124 000
12% X, luego
100 _ 124 000
12 X

100x = 124 000(12)

124 000(12)
="
100

=14 880

Por tanto, 14 880 ciudadanos votaron por el prp.
d. ;Cuanto por ciento de 250 es 50?

Solucion

Si x representa el tanto por ciento de 250, cuyo nimero correspondiente es 50, entonces
tenemos que

* 100% corresponde a 250.
* x% corresponde a 50.

De los datos anteriores resulta la proporcion siguiente:

100 _ 250
X 50
100(50) = 250x, de donde
100(50)
x = —_—
250
x = 20

50 es 20% de 250.
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e. ;165 es 10% mads que cuil nimero?

Solucion

Si x representa el nimero buscado, tenemos esta informacion:
* 100% corresponde a x.
* 110% corresponde a 165.

De lo anterior resulta

100 x , de donde
110 165
100(165) = 110x
100(165)
x ="
110
x = 150

165 es 10% mayor que 150.

J ¢322 es 8% menos de qué numero?

Solucion

Si 322 corresponde a 92% (100% — 8%), entonces x corresponde a 100%. De ello resulta:

322 92

x 100
322(100) = 92x

322(100)
y =228
92
x = 350

322 es 8% menor que 350.

» Aplicacion del porcentaje

Analicemos a continuacion algunos problemas de aplicacion de porcentajes.

Ejemplo 6 a. ;En cuanto se vendera un refrigerador si su precio normal es de $12 600 y la tienda ofrece
15% de descuento?

Solucion

Si x representa el precio de oferta, entonces

* 100% corresponde a $12 600.
* 85% corresponde a x.

Por tanto

Oferta = total — descuento

85% = 100% — 15%
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De ello resulta:

100 12 600
85 X

100x = 12 600(85)
P 600(85)
100
x = 10710
El precio de oferta es de $10710.

b. Ernesto compr6 un automoévil nuevo en $165 200 y el precio incluye 18% de impuesto. ;Cual
es el precio del automévil antes del impuesto?

Solucién
Si x representa el precio del auto antes del impuesto, entonces $165200 corresponde a
118% y x corresponde a 100%. Por tanto

165200 118
x 100

118x = 100(165 200)

. — 100165 200
118

x = 140 000

El precio del auto nuevo, antes del impuesto, es de $140 000.

I. Resuelve estos ejercicios:

1. ¢Qué porcentaje de 140 es 91? 3. Encuentra el 30% de 70.
a. 63% a. 18
b. 65% b. 20
c. 68% c. 24
d. 70% d. 21
b. 65% d. 21
2. ;Qué porcentaje de 80 es 112? 4. Encuentra el 15% de 160.
a. 120% a. 24
b. 125% b. 26
c. 135% c. 25
d. 140% d. 27
d. 140% a. 24
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5. ¢Cuanto por ciento de 350 es 210? 10. ;Qué namero disminuido en 20% es
a. 60% 3522
0,
b 62% a. 460
c. 65%
d. 58% b. 450
' c. 444
d. 440
a. 60% d. 440
6. ¢12 es 15% de qué nuimero? 11. ;200 es 60% menos de qué nimero?
a.70 a. 500
b. 75 b. 520
c. 80 c. 480
d. 84 d. 510
c. 80 a. 500
7. :378 es 70% de qué namero? 12. Escribe 18% como fraccion.
a. 560 6
b. 540 4 55
c. 520 b 1
d. 548 "3
7
c. —
50
d >
50 4 2
) P . .. 48 .
8. ¢2530 es 15% mas que cual nimero? 13. Escribe la fraccion 0 como porcentaje.
a. 2200 a. 94%
b. 2000 b. 96%
c. 2100 c. 98%
d. 2400 d. 9.6%
a. 2200 b. 96%
9. Escribe 15% como fraccion. 14. Escribe 140% en forma decimal.
3 a. 0.14
a. 20 b. 14
1 c. 1.4
b. - d. 0.014
5
2
c. —
5
d — 3




15. Escribe la fraccion g como porcentaje.

a. 1.8%
b. 18%

c. 180%
d. 160%

c. 180%

Porcentajes

16. Escribe 14% en forma decimal.

a. 1.4

b. 0.014
c. 0.14
d. 0.0014

c. 0.14

I1. Resuelve los problemas siguientes:

17. En un examen de 40 preguntas, un estudiante tuvo 32 aciertos. ¢Cual es el porcentaje de

respuestas correctas?

a. 78%
b. 80%
c. 82%
d. 85%

b. 80%

18.

En una temporada de béisbol un bateador estuvo al bate 520 veces, de las cuales consigui6

182 hits. ¢Cual es su porcentaje de bateo?

a. 0.38
b. 0.35
c. 35%
d. 38%

e. by c son correctas

c. 35%

19.

Un equipo de acondicionamiento de aire se vendié en $4000 luego de aplicarle 20% de

descuento al precio de lista. ;Cuil es el precio de lista del equipo?

a. $5000
b. $5200
c. $4800
d. $5400

a. $5000

20.

Luis gana actualmente $12 000 al mes. ;Cudnto ganaria si su salario se incrementara 14%?

a. $13 500
b. $13 700
c. $13 600
d. $13 680

d. $13680
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21.

Una compaiiia necesita comprar un automovil nuevo para uno de sus agentes de ventas.
¢Cuanto dinero necesita si su costo es de $94 000 mas 15% de impuesto?

a. $110 920
b. $108 100
c. $105 400
d. $112 600

b. $108100

22.

El volumen del agua aumenta 9% cuando se congela. Si el volumen de un trozo de hielo es
de 392.4 centimetros cibicos (cm?), scudl es el volumen del agua?

a. 360 cm’
b. 350 cm’®
c. 365 cm’®
d. 370 cm’

a. 360 cm®

23.

El afio pasado las ventas de una compaiiia fueron de $8 647 000. Si en este ano el ingreso
asciende a $9 944 050, ;cual fue el porcentaje de aumento de las ventas?

a. 18%
b. 16%
c. 15%
d. 20%

c. 15%

24.

El costo de una sala es de $18 400, ya con impuestos. ;Cual es su precio normal si el im-
puesto es de 15%?

a. $16 400
b. $16 000
c. $16 800
d. $15 900

b. $16000

25.

Federico gana $20 000 al mes. ;Cudnto ganaria si su salario se incrementara 8%?
a. $21 540
b. $21 500
c. $22 100
d. $21 600

d. $21600




26.
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César compro un traje nuevo y le otorgaron 18% de descuento. Si en total pag6 $2788, ;cual
es el precio del traje sin descuento?

a. $3600
b. $3800
c. $3400
d. $4000

c. $3400

27.

Mario comproé un terreno en $280 000. Si desea venderlo y con ello obtener una ganancia
de 16%, sa qué precio debe venderlo?

a. $324 800
b. $326 000
c. $320 500
d. $326 500

a. $324800

28.

Un ganadero vendi6 36% de sus reses y se quedo con 160. ;Cuantas reses tenia?

a. 280
b. 250
c. 260
d. 256

b. 250

29.

El precio de lista de un pvp es de $750. Si te ofrecen 20% de descuento y pagas con un
billete de $1000, ;cuanto dinero debes recibir de cambio?

a. $350

b. $410

c. $400

d. $390

c. $400

30.

Suburbia ofrece 16% de descuento en toda la ropa. Luisa compra una blusa de $240, un
pantalén de $275 y una bufanda de $180. Si pagé con un billete de $1000, ;cuanto dinero
le devolvieron?

a. $428.6
b. $416.2
c. $408.5
d. $420.5

b. $416.2
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31. En la cuarta parte del volumen de una cisterna de pared inclinada hay 500 litros (¢) de
agua. Cada cuarto hacia arriba contiene 40% mas de agua que el anterior. ;Cuantos litros
de agua caben en la cisterna?

a. 1400€
b. 1380¢
c. 1372¢
d. 1364¢

c. 1372¢

32. Cada hora una llave llena 20% de la capacidad de un tanque. Al mismo tiempo utiliza 2 del
agua que entra. ;,Qué porcentaje de agua habra en el tanque cuando hayan transcurrido
cinco horas?

a. 60%
b. 58%
c. 70%
d. 55%

a. 60%

III. Resuelve los problemas siguientes. (Elige la opcion correcta.)

En una encuesta realizada a 800 alumnos sobre el deporte de su preferencia se obtuvo la
informacion siguiente:

Basquetbol

12%

Futbol 56%

33. ;Cuantos alumnos prefieren el beisbol?

a. 128
b. 140
c. 124
d. 132

a. 128

34. ;Cuantos alumnos prefieren deportes que no son voleibol, beisbol, basquetbol o futbol?

a. 85
b. 70
c. 80
d. 90
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Las preguntas 35 y 36 se refieren a la informacion de la grifica siguiente:

LATAS DE SOPA VENDIDAS POR MARCA EN EL ANO 2000
EN LA TIENDA “LASs TORRES”

Marca
A | 400
B | 350
c | 150
D | 140
P Jeo , , , , , .
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Cantidad de latas vendidas (en miles)

35. ¢Qué porcentaje de todas las sopas vendidas era de la marca F?

a. 6%
b. 8%
c. 5%
d. 4%

c. 5%

36. ;Qué porcentaje de todas las sopas vendidas era de la marca C?

a. 14%
b. 12.5%
c. 11%
d. 10.5%

b. 12.5%

Las preguntas 37, 38 y 39 se refieren a la grdfica circular de la figura siguiente:

Hipoteca

Otros 20% 40%

Alimentos
28%

Presupuesto mensual

del doctor Valdez

37. Si el doctor Valdez gana $40 000 mensuales, ;cuianto dinero ahorra por ano?

a. $58 800
b. $59 400
c. $57 600
d. $63 200

c. $57600
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38. ;Cuanto gasta en alimentacioén por afno?

a. $134 400
b. $140 000
c. $130 000
d. $135 000

a. $134400

39. ;Cuanto dinero gasta el doctor Valdez por afio en hipoteca?

a. $195 000
b. $190 000
c. $198 000
d. $192 000

d. $192200

L. Resuelve los ejercicios siguientes. (Elige la opcion correcta.)

1. Carlos contest6 correctamente 34 pregun- 3. Resuelve la proporcion 3:x = 12:32.
tas de un examen de 50. ;Cudl es la razén

de respuestas correctas al nimero de pre- Z ﬁ - ZO
guntas? c. x=8
a. 7:10 d x=06
b. 4:5 e. x=5
c. 19:21
d. 17:25
e. 16:25

d. 17:25

c. x =8

. En una escuela, la razén de alumnos de

primer afo respecto a los de segundo es
de 7:5. Si hay 2760 alumnos en los dos
grados, scuantos hay en segundo afio?

a. 1400
b. 1200
c. 1150
d. 1300
e. 1610

c. 1150

. Al vender 36 6rdenes de tacos, Jesus gano

$504. ;Cuanto ganaria si vendiera 88 Or-
denes?

a. $1280
b. $1050
c. $1320
d. $1232
e. $1260

d. $1232




Evaluacion 353

5. Se realiz6 una encuesta a 8000 personas, 8. Un estudiante contesto correctamente 18
de las cuales 1600 opinaron que les gusta preguntas de un examen de 30 de ellas.
la musica clasica. Si la poblacion es de 400 ¢Cual es el porcentaje de sus respuestas
000 habitantes, ¢a cuantas personas se es- correctas?
tima que les gusta este tipo de musica? a. 60%

a. 80 000 b. 54%
b. 85000 c. 62%
c. 90 000 d. 58%
d. 105 000 e. 64%
a. 80000 a. 60%

6. ;Qué porcentaje de 150 es 120? 9. Luis se dedica a la compraventa de auto-
a. 75% moviles usados. Si compra uno en $68 000
b. 85% y desea ganar 16% de su inversion, jen
c. 68% cuanto debe venderlo?

d. 90% a. $78 880
e. 80% b. $80 000
c. $76 500
d. $82 000
e. 80% a. $78 880
7. (Qué porcentaje de 350 es 455? 10. Escribe 28% como fraccion.

a. 138%
b. 135%
c. 130%
d. 132%

c. 130%

)
a. —
24
b L
25
9
c. —
25
©
d. 25







La ecuacion lineal con dos incdgnitas

Toda igualdad de la forma ax + by = ¢, donde a, b y ¢ son constantes arbi-
trarias y tanto @ como b son diferentes de cero, se llama ecuacion lineal o de
primer grado con dos variables o incognitas. Por ejemplo, 4x + y = 9.

Una ecuacion de este tipo tiene un ndmero infinito de soluciones; por
ejemplo, la ecuacion anterior se verifica para:

x=0,y=9, yaque 40 +9 =9
x=1,y=5 vyaque 4(1) +5 =9
x=2,y=1, yaque 42) +1 =9
x=-3,y=21, yaque 4(-3)+21=9

Asi podriamos encontrar un conjunto infinito de valores para las incognitas
que satisfagan la ecuacion; por ello decimos que la ecuacion es indeterminada.

Cada una de las soluciones de una ecuacion de este tipo se representa
mediante un par ordenado de la forma (x, y); por ejemplo, en la ecuacion an-
terior los pares ordenados (0, 9), (1, 5), (2, 1) y (—3, 21) son soluciones, pero
cabe recordar que no son las Unicas.

Asimismo, observa que los pares ordenados (1, 5) y (5, 1) son diferentes;
en el primero, x = 1y y = 5, mientras que en el segundox = 5y y = 1.

Es frecuente que al resolver un problema practico, en cuyo modelo mate-
matico aparezca una ecuacion de este tipo, sea necesario obtener una Unica
solucion, la cual, obviamente, no puede determinarse con una sola ecuacion;
es decir, se requieren dos o mas ecuaciones de este tipo, las cuales en su
conjunto constituyen lo que se denomina sistema de ecuaciones lineales.

—
Sistema de ecuaciones lineales
Un sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas es un conjunto de
dos o mas ecuaciones de la forma:

ax + by =c

13

Sistemas de
ecuaciones
lineales

La ecuacion lineal con dos
incognitas

Sistema de ecuaciones
lineales

Sistema de ecuaciones
lineales con dos variables
como modelos matematicos

Sistema de ecuaciones
lineales con tres variables

Solucion de una ecuacion
lineal con tres incégnitas por
el método de Cramer
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Sistema de ecuaciones lineales

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas:

ax+ by=c, dondea,yb #0
a,x + b,y =c, dondea,yb,#0

Si los valores de x y de y son los mismos niimeros en ambas ecuaciones, respecti-
vamente, motivo por el cual éstas reciben el nombre de simultdneas, entonces todo
par ordenado (x, y) que satisface ambas ecuaciones se llama solucion comuin del
sistema de ecuaciones, y en caso de que sea una solucion comun unica, ésta es el
conjunto solucion de ese sistema de ecuaciones. Resolver un sistema de ecuaciones
significa, por lo tanto, encontrar su conjunto solucion.

Al resolver un sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas pueden pre-
sentarse los tres casos siguientes:

1. Que el sistema tenga una solucién Unica; entonces el sistema es consistente in-
dependiente.

2. Que el sistema no tenga solucién; es decir, que no exista al menos un par de
valores, uno para cada incognita, que satisfaga mas ecuaciones simultineamente;
en este caso el sistema es inconsistente.

3. Que el sistema tenga un conjunto infinito de soluciones; en este caso el sistema
es consistente dependiente.

» Métodos de solucion de un sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas

En este capitulo aprenderemos a resolver sistemas de ecuaciones lineales con dos
incoégnitas utilizando los métodos siguientes:

e Método de eliminacion (suma y resta)

e Método de sustitucion

e Método de igualacion

e Método por determinantes o regla de Cramer
e Método grafico

Veamos a continuacion en qué consiste cada uno de ellos.

Método de eliminacion (suma y resta)
Este método consiste en eliminar una de las incognitas de forma que el sistema de
ecuaciones se reduzca a una sola ecuacién con una sola incégnita.

Lo anterior se puede lograr al aplicar la siguiente propiedad de la igualdad.

Si a ambos miembros de una igualdad se le suman o restan los de otra igualdad,
se obtiene otra igualdad.

m Resuelve los sistemas de ecuaciones siguientes.

a.4x—y==8
Ix+y=3
Solucion

Al sumar algebraicamente miembro a miembro la ecuacion anterior resulta:
4x —y=28
Tx+y=3

11x + 0=11, o sea

11x = 11, de donde
x=1

+
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b. 5x + 4y = 20
3x + 4y =10

Solucion

Si se resta miembro a miembro, la ecuacion 3x + 4y = 10 de 5x + 4y = 20 resulta

(Gx — 3x) + (4y — 4p) = (20 — 10), de donde
2x + 0 = 10, O sea
2x = 10, 0 sea
x=5

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales por el método de suma o resta
se requiere que los coeficientes numéricos de una de las incognitas tengan el mis-
mo valor absoluto. Entonces, en caso de que se requiera, se debe multiplicar una o
cada ecuacion por un numero diferente de cero, de tal forma que al efectuar dichas
operaciones resulte un sistema de ecuaciones equivalentes al original con estas
caracteristicas.

Resuelve los sistemas siguientes.
a. 2x+ 4y=7
—3x— Ty =2
Solucion

Para eliminar la incégnita y en el sistema anterior podemos multiplicar la ecuacion colocada
en el renglon superior por 7 y la de abajo por 4, y a continuacion sumar miembro a miem-
bro las ecuaciones equivalentes que resultan de las operaciones efectuadas.

7Qx + 4y) = 7(7)
4(—3x — 7y) = 2(4)

de donde al restar resulta:

_ l4x +28y =49
—12x — 28y =8
2x + 0y =57, o sea

2x = 57

57

x:_

2
b.2x —5y=3
3x — 4y =10

Solucion

Para lograr que los coeficientes numéricos de la incégnita x tengan el mismo valor absoluto,
multiplicamos los miembros de 2x — 5y = 8 por 3 y los de 3x — 4y = 10 por 2.

32x — 5y) = 8(3)
2(3x — 4y) = 10(2)

Al efectuar las multiplicaciones indicadas resulta:

6x — 15y = 24
6x — 8y = 20

Con el fin de reducir el sistema anterior a una ecuaciéon con una sola incégnita restamos la
ecuacion 6x — 8y = 20 de 6x — 15y = 24:
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6x — 15y = 24
—(6x — 8y) = —20
6x — 15y = 24

—6x + 8y = —20

_7y =

_ 4

YT

_—4

Y 7
c. 8&— 5y=6
15x + 10y = 3

Solucion

En este sistema observa que 10 es divisible entre 5 (es decir, 10 + 5 = 2); luego, para encon-
trar un sistema equivalente en el que los coeficientes numéricos de la incégnita y tengan el
mismo valor absoluto basta multiplicar cada miembro de la ecuaciéon 8x — 5y = 6 por 2.

2(8x —5y) =6(2)
156 +10y =3

16x — 10y =12
15x +10y =3

Al sumar miembro a miembro resulta:
31x = 15, o sea

]
31

Precisemos. El proceso de soluciéon de un sistema de ecuaciones lineales con dos
incégnitas por este método consta de los pasos descritos a continuacion.

Solucion de un sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas por el método
de eliminacion (suma o resta)

1. En caso de que se requiera, se escriben ambas ecuaciones en la forma ax +
by = c.

2. En caso de que resulte necesario, se multiplica una o ambas ecuaciones por
un numero tal que resulten ecuaciones equivalentes a las originales, que
contengan coeficientes con igual valor absoluto en una de las incognitas y
que al sumarlas o restarlas miembro a miembro resulte una ecuacion con
una incognita.

3. Se resuelve la ecuacion con una incognita que resulta del paso anterior.

4. Se sustituye el valor determinado en el paso anterior en cualquiera de las
ecuaciones originales y se resuelve esta ecuacion para determinar el valor
de la otra incognita.

5. Se comprueba la solucion del problema.
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Resuelve los sistemas de ecuaciones lineales siguientes por el método de eliminacion (suma o m
resta).

a. 3x+ y=10

2x—y =5
Solucién
Se observa que y + (—y) = 0; por tanto, si se suman las ecuaciones miembro a miembro
resulta
3x +y=10
T o2x— y=5
5x =15
15
= = 3
5
x=3
Al sustituir este valor en la ecuacion 3x + y = 10 resulta:
3x +y =10
33 +y =10
9+y=10
y=10-9=1
y=1

Comprobacion

Al sustituir estos valores en la ecuacién 2x — y = 5 se obtiene

23 - =5
6—1=5, esdecir
5=5
Asimismo, al sustituir valores en la otra ecuacién queda:
33)+1=10
10 = 10

Entonces, la tnica solucion del sistema es x = 3, y = 1, la cual suele representarse como un
par ordenado de la forma (x, »); es decir, (3, 1).

b. 2x + 4y =2
3x + 4y =7
Solucion

Se observa que los términos que contienen la incégnita y en las ecuaciones tienen los mis-
mos coeficientes numéricos; por tanto, para eliminar esos términos se resta una ecuacion
de la otra.

Si se resta 3x + 4y = 7 de 2x + 4y = 2 resulta

2x +4y= 2
—3x —4y=-7
- x =-5

Al multiplicar por —1 ambos miembros de la ecuacion se obtiene:
—1(=x) = =5(-=D),

de donde resulta

xX=5



360

Capitulo 13 Sistemas de ecuaciones lineales

Si se sustituye este valor en la ecuacion 2x + 4y = 2 resulta:

2(5) + 4y = 2, o sea:

10 + 4y = 2
por lo que
4y =2 —10
4y = —8
_ 8
4
y=-2
Comprobacion
2x + 4y = 2 3x + 4y =7
205) + 4(=2) = 2 35 +4(=2) =7
10 -8 =2 15 -8=7
2=2 7=7

Entonces, el conjunto solucion es el par ordenado (5, —2):

c. 7x — 15 = =2y

5y — 3= —6x

Primero se escriben las ecuaciones en la forma ax + by = ¢
7x + 2y =15
6x + 5y =3

Si se quiere eliminar los términos que contienen la incégnita y se pueden efectuar las ope-
raciones siguientes: multiplicar por 5 los dos miembros de la ecuacién 7x + 2y = 15,
multiplicar por 2 ambos miembros de la ecuaciéon 6x + 5y = 3 y después restar una de las
ecuaciones derivadas de la otra.

5(7x + 2y) = 5(15)
2(6x + 5p) = 2(3)

Si se resta la ecuacion 12x + 10y = 6 de la ecuacién 35x + 10y = 75 resulta:

35x + 10y = 75
12x + 10y = 6

35x +10y =75
—12x —10y = —6
23x =09
6
23
x=3
Al sustituir este valor en la ecuacién 6x + 5y = 3 se obtiene
6(3) +5y=3
18+ 5y=3
S5y=3—-18
5y = —15
-1
5 _ -3
5
y=-3

Comprobacion
Si se sustituyen estos valores en 7x + 2y = 15 queda

73) + 2(=3) =15
21-6=15
15 =15

Por tanto, el conjunto solucién es (3, —3).
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En los ejemplos expuestos se han eliminado siempre los términos que contienen
la incégnita y; sin embargo, debemos aclarar que si conviene pueden eliminarse
igualmente los términos que contienen la incognita x.

I. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales. (Elige la opcion correcta.)

1. 2x+ y=3
Sx + 3y = 10

5. 2x — 3y =1
3x — 4y =7

a. (15,11)
b. (17, 12)
c. (17,13)
d. (13, 11)
e. (17,11)

b. (—1,5) e. 17,1D
2. 4x — 7y =-10 6. 8x —y =29
3x + 2y =7 2x +y =11
a. (2,2) a. (4, 3)
b. (1,2) b. (4,5)
c. (1,3) c. 3,4)
d 2,1 d. (5,2
e. (1, -2) e. (4,2)
b. (1,2) a. (4,3)
3.8 -3y =5 7. 2x + 9y = 39
Sx — 2y =4 5x — y=—20
b. 2,7 b. 5, -2)
c. (=2,-7 c. (—=3,5)
e. (=7,-2 e. (=3, -5)
e =2, =7) c. (=3,5)
4. 2x +y = —2 8. 7x + 10y = —14
6x — 5y = 18 3x — 16 = 2y
a. (0.5, —3) a. (3, 3.5)
b. (0.5, 3) b. (3, —3.5)
c. 2,-3) c. (=3, -3.5)
d. (0.5, —4) d. (3,3.5)
e. (—3,0.5)
a. (0.5, —3) b. (3, =3.5)
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9. 6x — 5y =128 11. lx-f—ly:?)
4x + 9y = —6 3 >
1 117
" o
C.. (2’ i3) a. (6, 3)
d. (3 _2) b. (6, 5)
’ c. (5,6)
d. (3,0)
e. (6,4)
d. 3, —2) b. (6,5)
10. 5x + 2y =24 12. 2(x + ) — 3(x — ) =10
4x — 29 = =3y 203x — 2p) — 3(x — ) = 12
a. 2, -7) a. (5,3)
b. (=7,2) b. (5,49
c. 2,7 c. (4,5)
d. (7,2) d. (3,5)
e. (2,06) e. (5,0
c. 2,7 a. (5,3)

Método de sustitucion

Este método consiste en despejar una de las incégnitas en una de las ecuaciones del
sistema, en caso de que sea necesario, y después sustituir su expresion equivalente

en la otra.
Como resultado de la sustitucion se llega a una ecuacion con una incégnita

cuyo valor se obtiene al resolverla.

Por udltimo, se sustituye el valor de la incognita obtenida en la ecuacién donde

esta despejada la otra incognita y asi se determina el valor de esta ultima.

a. Resuelve el sistema de ecuaciones siguiente por el método de sustitucion.

Solucion

4x —y =13
3x + 2y = 29

Despejemos la incognita y de la ecuacion 4x — y = 13

Al multiplicar por (—1) ambos miembros de la ecuacion anterior resulta

—y =13 — 4x

y=—-13 + 4x

A continuacion sustituyamos la expresion equivalente a la incégnita y en la otra ecuacion

del sistema

3x + 2y = 29
3x + 2(—13 + 4x) = 29
3x — 26 + 8x = 29
11x = 29 + 26
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11x = 55
55
x_—
11
x=5

Hallemos a continuacion el valor de la incognita y, sustituyendo la x por 5 en la ecuacion
donde la incégnita y esta despejada

y=—13 + 4x; luego

y = —13 + 4(5), o sea

y=7
Comprobacion
4x —y =13 3x + 2y =29
45)-7=13 3(5) + 2(7) = 29
13 =13 29 =29

Luego, el conjunto solucién del sistema es el par ordenado (5, 7).

b. Resuelve el sistema de ecuaciones siguiente por el método de sustitucion.
5x +7y =1
3x +2y =5
Solucién

Despejaremos la incégnita x en la ecuacion 3x + 2y = 5. (Nota: podemos despejarla en la
otra ecuacion, o la incégnita y en cualquiera de las ecuaciones del sistema.)
3x =5 — 2y
5-—2y
x = —
3

Sustituyamos la expresion equivalente de x en la otra ecuacién:

5x + 7y =1
-2
5(5 syj”y:l

Multiplicaremos por 3 ambos miembros de la ecuacion anterior para obtener otra equiva-
lente a ella con coeficientes enteros:

3[5(5_32y]+7y}=1(3)
3(5)(5—23/

5(5 —2)) + 21y =3
25 — 10y + 21y = 3
—10y + 21y = 3 — 25
11y = =22, luego
_-2

11
y=-2

j+21y=5

Hallemos el valor de la incognita x sustituyendo el valor obtenido de y en la ecuacion don-
de x esta despejada
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.= 5—2y
3
_5-2-2)
3
5+4 9
x = e—_— =
3 3
x=3
Comprobacion
5 + 7y =1 3x + 2y =5
53) + 7(=2) =1 33) + 2(=2) =5
15—-14 =1 9—4=5
1=1 5=5
La solucion del sistema es el par ordenado (3, 5).

I. Resuelve las ecuaciones siguientes por el método de sustitucion. (Elige la opcion correcta.)

1. 5x+ y=-17

2. 8 — y =49
3x +2y= -3

a. (5,=7)
b. (5,9
c. 5, —11)
d. (—5,06)
e. (4, —9)

b. 5,9

3. 3x — 4y =20
x —12y= —-20

a. (10, 3)
b. (10, 2)
c. (11,2.5)
d. (10, 2.5)
e. (12,25

d. (10, 2.5)
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4.  4x+5y=48
—3x+y=2

a. (2,8)
b. (3,7.2)
c. (8,32
d (2,9
e. (8,2

a. (2,8)

5. x+ y=23
9x — 8y = 20

a. (13, 10)
b. (15, 8)
c. (12, 11)
d. (11, 12)
e. 14,7)

c. (12, 11D

e. (—=2,-1)

Método de igualacion

Este método consiste en despejar primero una misma incoégnita en ambas ecuacio-
nes del sistema, luego igualar las expresiones equivalentes de ellas y finalmente
resolver la ecuacion obtenida con dicha igualacion.

Al resolver la ecuacion que resulta de la igualacion de las expresiones equi-
valentes a la incognita despejada se obtiene el valor de la incégnita contenida
en ella.

Para obtener el de la otra incognita se sustituye el valor obtenido de la ecuacion
anterior en cualquiera de las expresiones en las que la incognita esta despejada.

Resuelve el sistema de ecuaciones lineales siguiente por el método de igualacion
8x — 3y =17
Tx — 4y = 8

Solucién

Primero despejamos la incégnita x en ambas ecuaciones

8x — 3y =17 7x — 4y = 8
8x =17 + 3y 7x =8 + 4y

+
oo 73y x=8T4y

8 7
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Igualamos las expresiones equivalentes a la incégnita x
17+3y _8+4y
8 7

Multipliquemos ambos miembros de la ecuacion anterior por el minimo comin denominador
(Mcp) de los denominadores 7 y 8, o sea, 56 (ya que 7 x 8 = 506)

56(17 +3y) :56(8 +4yj
8 7

717 + 3y) = 8(8 + 4y)

119 + 21y = 64 + 32y

21y — 32y = 64 — 119
—11y = =55

Al multiplicar por —1 ambos miembros de la ecuacién anterior resulta

11y = 55; luego,
]
11
y=5
Hallemos el valor de la incognita x:
17 + +
yo17+3y MR
8 7
17+ 305 _8+4(5
x=———" xX=——"
8 7
32 28
x == x=—
8 7
x =4 x =4

Comprueba que el conjunto solucién del sistema es (4, 5).

I. Resuelve estos sistemas de ecuaciones lineales siguientes por el método de igualacion. (Elige la
opcion correcta.)

1. 6x — 5y = 28
4x + 9y = —6
a. (=3,2)

b. (3, —4)
c. 3,-2)
d. (=3, -2)

c. 3, —2)

2.3x + 2y =2
—2x+y=28
a. (—2,4)
b. (=2, —4)
c. 2,—4)
d.(=2,5)

a. (=2,4)
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3. x—3y=—4
2k —y =

3,5)
5,4
. (4,5
5,3)

S

S

IN%
AN A A

4. 2x — 3y =5
3x + 4y = —18
a. (=2, —4)
b. (=2, -3)
c. 2,3)
d. (=2,3)

b. (=2, —-3)

5, x+2y=2
—x +y=10

a. (—6,4)
b. (—6,2)
c. (6, —4)
d. (—6,5)

a. (—6,4)

Método por determinantes (regla de Cramer)

Consideremos el sistema de ecuaciones lineales

ax+by=c,
a,x + by =c,

Al utilizar el método de suma y resta hallemos la expresion equivalente a la
incégnita x en términos de las constantes a, b y ¢ del sistema.

Multipliquemos ambos miembros de la ecuacién a,x + b,y = c, por b, y los de
a,x + b,y = ¢, por b,

bax + by = cb,
b(a,x + b,y) = c,b,
abyx + bb,y = cb,
a,bx + bb,y = c,b,

Restemos a continuaciéon miembro a miembro la ecuacion del sistema anterior
que se encuentra en el renglén por debajo de la que esta en el de arriba

abx + bb,y = cb,

—a,bx — bb,y = c,b,
abx —abx+ 0=cb, — cb,
abx — a,bx = cb, — c,b

de donde

De acuerdo con la propiedad distributiva de la multiplicacion

a,bx — a,bx = x(ab, — a,b,)
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por consiguiente
x(ab, — a,b) = cb, — c,b,, o sea

172 271 271
Cle B CZbl
ab, — a,b,
Anilogamente podremos demostrar que

a.c, — a4,¢

y =
ale - aZbl
Estas expresiones equivalentes a las incognitas x y y nos serviran de referencia
para demostrar en qué consiste el método de determinantes para resolver un sis-
tema de ecuaciones lineales con dos incognitas, asi que haremos referencia a ellas
mas adelante.

Determinante
Un determinante es un arreglo de nimeros encerrados entre dos barras verticales.
Por ejemplo

7 3 7 2 =5
4 -6 1

-4 06
2 0 8

Un determinante esta constituido por columnas e hileras o renglones. Las colum-
nas estan formadas por los nimeros que se encuentran en una misma linea vertical y
las hileras o renglones por los que estan colocados en una misma linea horizontal.

Cuando un determinante tiene el mismo numero de renglones que de columnas
se trata de un determinante cuadrado; si un arreglo de este tipo tiene dos renglo-
nes y dos columnas, entonces es de segundo orden; por ejemplo

3 4 |-8 0
A
Un determinante que tiene tres hileras y tres columnas es de tercer orden; por
ejemplo
6 9 5
-4 1 0
8 6 -3

Diagonales principal y secundaria de un determinante de segundo orden

La diagonal principal de un determinante de segundo orden es la linea de nime-
ros de la esquina superior izquierda a la esquina inferior derecha, mientras que la
diagonal secundaria es la linea de los elementos de la esquina inferior izquierda a
la superior derecha; por ejemplo

7 9

a) . b) 5

a) Diagonal principal b) Diagonal secundaria

Evaluacion de un determinante de segundo orden

Un determinante de segundo orden es el nimero que resulta al restar el producto
de los numeros de la diagonal secundaria del producto de los de la diagonal prin-
cipal, es decir

a b

‘=ad—bc
c d
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Encuentra el valor de los determinantes siguientes.

8 —6‘
a.

2 3

Solucion
5 _3‘ =8(3) —(2)(=6) =24 +12 =36

-7 4

-3 2
Solucion

T ) (= tit12= 2
T - = -

Veamos nuevamente las expresiones equivalentes de las incégnitas del sistema
de ecuaciones mencionado al principio de este tema.

_ b, —cb _ 96 T A

X y

dle - aZbl ale - aZbl

Observa que el denominador de ambas expresiones es el mismo ntimero a,b,

a b

— a,b,, el cual resulta al evaluar el determinante | ' bl
a

2 2

En lo sucesivo, a este denominador lo representaremos con el simbolo D, o sea,

— a bl
aZ bZ
El numerador de la expresion equivalente a la incégnita x es el namero
¢, b
¢,b, — ¢,b,, el cual resulta al evaluar el determinante cl bl .
2 2

En lo sucesivo, a este numerador lo representaremos con el simbolo Dx.
Por ultimo, observa que el numerador de la expresion equivalente a la incognita

a, <

a, ¢

y es el nimero a,c, — a,c,, el cual resulta al evaluar el determinante
representaremos con el simbolo Dy.

De acuerdo con lo anterior, para resolver un sistema de ecuaciones por el mé-
todo de determinantes aplicamos lo que se conoce como regla de Cramer, la cual
postula lo siguiente.

que

Regla de Cramer

o

9]
S

)

S

Q
S s

)
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al Cl

a, c

y= Dy o sea [—*—2
D a, b

aZ bZ

donde obviamente D debe ser diferente de cero.

Si al evaluar el determinante D resulta que es igual a cero, la regla de Cramer
no puede aplicarse, ya que la divisiéon entre cero no esta definida.

Si al evaluar Dx y Dy resulta que Dx = 0 y Dy = 0 cuando D = 0, entonces el
sistema tiene un conjunto infinito de soluciones y decimos que es dependiente.

Si Dx o Dy no son cero cuando D = 0, el sistema no tiene soluciones y decimos
que es inconsistente.

Si D # 0, entonces se dice que el sistema de ecuaciones es consistente e inde-
pendiente.

Ejemplo 7 Utiliza la regla de Cramer para resolver este sistema de ecuaciones lineales

3x — y =30
4x + 3y =1
Solucion
En este caso se tiene que
a, =3;b, =—-1,¢c, =30
a,=4b,=3c¢ =1
por tanto, al hacer las sustituciones correspondientes se obtiene
p=|" P Tsm-4cv-13
a a, b, 4 3| a
30 -
Dx = =30(3) - 1(-D =091
1 3
Dy = 5 30 =3-120=-117
Y74 1] B
De acuerdo con la regla de Cramer
Dx 91 _ Dy _ 117
D 13 v D 13
Por ende
x=7 y=-9
Comprobacion
3x — y = 30; 4x + 3y =1
3(7) — (=9 = 30 47 +3(=9 =1
21 +9 =30 28 —27 =1
30 = 30 1=1
Por tanto, el conjunto solucion del sistema indicado es (7, —9).
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I. Resuelve los sistemas de ecuaciones lineales siguientes utilizando la regla de Cramer.

1.

3x — 5y = —15
2x + y =16
a. (6,5)

b. (6, 4)

c. 5,0)

d. (5,4)

e. (5,3 c. 5.6)

.7x + 8y = —5

—x+9y =21
a. (—3,2)

b. (—3,3)

c. (—3,-2)
d. (3, —2)

« G2 a. (3,2

. 6x — 5y =28

4x + 9y = —6
a. (3, —1)
b. (4, —2)
c. 5,-2)
d. (3, —2)

e« G2 d. (3, -2

.8x —5y=—4

2x — 3y = —8
a. (3,4)
b. (2, 4)
c. 2,5
d. (3,5)

e. (2, —4) b 2 4

2x— y=6

x—2y=-9
a. (7,9
b. (6,8)
c. (7,8
d. (5,8

e. (7,6) . (7.8)

e — 9y =11

7x — 15y =1
(=2, -1
(=2,1)
(=3, -D
.2, -1
(=2, -2)

S

LIRSV

a. (=2, -1
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Determina las
nas siguiente

Solucion

A @2, 4

B (—4,1
C (-6, —5)
D 1, -2
E (0,7)

F (—5,0)

Método grafico

Para aprender a resolver un sistema de ecuaciones lineales por el método grafico
recordemos primero como localizar pares ordenados en un sistema de coordenadas
rectangulares o cartesianas.

Coordenadas rectangulares
Sistema de coordenadas cartesianas

Consideremos que en el plano se ha seleccionado un punto fijo O (origen de coor-
denadas) y un par de rectas perpendiculares que se cortan en O (ejes de coorde-
nadas), uno de los cuales se establece como eje de abscisas y el otro como eje de
ordenadas (figura 1).

I
+, )

S 43210 102 5 4

v
(= 931 +, )

Figura 1. Sistema de coordenadas cartesianas.

Las coordenadas cartesianas de un punto P del plano respecto a este sistema
de referencia son el par de nimeros reales (x, y), en el que y representa la distancia
dirigida de P al eje de las abscisas y la x representa la distancia también dirigida de
P al eje de ordenadas.

Para localizar un punto P(x, y) en un sistema de coordenadas cartesianas se
traza, a partir de dicho punto P, una linea punteada perpendicular al eje de las x.
El nimero que corresponde al punto donde interseca dicho eje representa el valor
de la abscisa, o sea, el valor de x del punto. De igual manera, a partir del punto
P se traza una linea perpendicular al eje de las y, y el nimero que corresponde a
la lectura del punto donde se interseca dicho eje representa la ordenada, o sea, el
valor de y.

coordenadas de los puntos A4, B, C, D, Ey F en el sistema de coordenadas cartesia-

y

E
7+

60
51
§poad
N
20
LR e o

s s
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En caso contrario, para marcar un punto cuyas coordenadas se conocen, se
siguen estos pasos:

1. Se marca en primer lugar su abscisa en el eje de las x.

2. Se traza una linea punteada perpendicular al eje de las x por dicho punto.

3. Se marca su ordenada en el eje y y se traza una linea perpendicular al eje y; el
punto donde se intersecan estas lineas punteadas es la representacion geomé-
trica del par ordenado. Recuerda, hablamos de un par ordenado porque, por
ejemplo, el punto (4, 7) no representa lo mismo que el punto (7, 4).

Marca los puntos siguientes en un sistema de coordenadas cartesianas.
a. A(5, 3), es decir, x = 5,y = 3.
Solucion
y
3
2.-
. - + + 1 ' x
1 2 3 4 5
b. B(—4, 2)
Solucién
y
L et 2
5 11
e x
-4 -3-2-1
c. C(—=5, —4)
Solucién
y
! -4 ——— X
-5 -4-3-2-1
R RN
5 1-2
i T3
S L
C
d. D(—5,0)
Solucién
y
D
o ; x
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e. E6, —3)
Solucion
Y
1 2 3 4 5 6
0 t t t t t E X
_1 4 E
21 5
2 I é

Ry

Solucién de un sistema de dos ecuaciones

lineales con dos incégnitas por el método grafico

La grafica de una ecuacién de la forma ax + by = ¢ es una recta; ahora debe resultar
claro por qué se les llama ecuaciones lineales.

Una recta queda determinada si se conocen dos de sus puntos; por tanto, para
representar graficamente una ecuacion lineal con dos variables basta encontrar dos
de sus soluciones y trazar la recta que pasa por los puntos que las representan.

De acuerdo con lo anterior, si se quiere mostrar graficamente una ecuacion de
la forma ax + by = c, se despeja, por ejemplo, la variable y, después se sustituye la
variable x por dos valores diferentes y se encontraran dos valores correspondientes
a la variable y. A continuacién se marcan en un sistema de coordenadas los pares
ordenados (x, ) obtenidos y se traza la recta que pasa por tales puntos; ésa es la
grafica de dicha ecuacion.

La solucién de un sistema de ecuaciones lineales es el conjunto de los puntos
comunes a las rectas que representan esas ecuaciones.

Si dos rectas son paralelas nunca se intersecaran; por ende, el sistema formado
por sus ecuaciones no tiene solucion y entonces forma un sistema de ecuaciones
inconsistente.

Si dos ecuaciones lineales de la forma ax + by = ¢ son equivalentes, entonces
ambas representan una misma recta, de modo que cada punto (x, ) que forma par-
te de ella es solucion del sistema. En este caso, el conjunto solucién es infinito y el
sistema formado por sus ecuaciones es dependiente consistente.

Por udltimo, si dos ecuaciones lineales de la forma ax + by = ¢ no representan
la misma recta o no son paralelas, entonces sus graficas se cortan en un solo punto
(x,, ¥,), que es la solucion del sistema formado por ellas.

De acuerdo con lo anterior, para resolver por el método grafico un sistema
de ecuaciones lineales con dos incégnitas hay que trazar las graficas (rectas) de
cada ecuacion en un sistema de coordenadas cartesiano y su conjunto solucion es-
tara formado por los pares ordenados (x, ) comunes a ambas rectas.

Ejemplo 10 Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones por el método grafico

3x—y=06
x+y=6

Primero se despeja la incognita y en la ecuacion 1y se encuentran dos de sus valores al sustituir
dos valores de x en dicha ecuacién, por ejemplo, para x = 0y para x = 1.

3x —y=06
-y =06— 3x
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Al multiplicar por —1 ambos miembros de la ecuacion resulta

y=—06+3x

y=3x—06
% y=3x—06 P(x, y)
300 —6=-6 0, —6)

A continuacion se despeja la variable y en la ecuacion 2 y se repite el proceso anterior

x+y=06, luego

y=06—x
59 y=6—x P(x,y)
6-0=6 0, 6)
1 6—-1=5 {,s)

Se trazan las rectas uniendo los puntos obtenidos que corresponden a cada uno de ellos en un
mismo sistema de coordenadas cartesiano

©

~l
T~

P (3,3

S =N W RN
~

Observa que el conjunto solucion del sistema es el par ordenado (3, 3).

375



376 Capitulo 13 Sistemas de ecuaciones lineales

ecicioss |

L. Traza la grdfica de las ecuaciones que se indican.

1. y=x+2 4. y=2x—06
Yy
0 X

2. y=x-1 5. x+6=y
y
0 X

3. y=4x — 4 6. x —y=
Yy
0 X
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I1. Determina la grdfica que corresponda a cada una de las ecuaciones siguientes.

7. ( D)x—3y=6 9. ( )3x+y=06 11. ( )—x+3y=6
8. ()y=3x+6 10. ( )x+3y=6 12. ( )x+3y=-6
y y

a. e 6

= 0 X 0 ) x
y y
b 6 f
3\\
72 0 o 0 o
y y
c g.
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III. Realiza lo que se indica en cada ejercicio. (Elige la opcién correcia.)

13. Determina la ecuacién que corresponde a la grafica de la figura siguiente.

a. 2x — 3y =12
b. 2x — 3y = —12
c. 3x — 2y =12
d. 2x + 3y =12
e. 2x + 3y = —12

d. 2x + 3y = 12

14. Determina la ecuacién que corresponde a la recta de la siguiente figura.

a.2x + 5y =10
b.5x + 2y =10
c. 2x — 5y =10
d.5x — 2y =10
e. —2x — 5y =10

y
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IV. Resuelve por el método grdfico estos sistemas de ecuaciones lineales.

15.3x —y =6 17.x—y=2
x+y=6 x+y=6
y y
0 * 0 ¥
16.x+y=7
x—y=3
X

Sistemas de ecuaciones lineales con dos incdgnitas como modelos matematicos

A continuacion veremos algunos ejemplos de la aplicacion de los sistemas de ecua-

ciones lineales con dos incognitas.

Se tiene que 5 kilogramos (kg) de almendra y 4 kg de nuez cuestan $44.00, mientras que 8 kg de
almendra y 6 kg de nuez cuestan $69.00. Encuentra el precio por kilogramo de cada producto.

Solucion

Si x representa el precio de 1 kg de almendra y y el de 1 kg de nuez, resultan entonces estas

ecuaciones:
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Sx + 4y = 44
8x + 6y = 69
Para encontrar el precio de un kilogramo de cada producto hay que resolver este sistema de ecua-
ciones.
Si se utiliza el método de eliminacion (suma y resta) y se desea eliminar la incégnita x, primero
se multiplica la ecuaciéon 5x + 4y = 44 por 8 y la ecuacion 8x + 6y = 69 por 5, o sea
8(5x + 4y) = 44(8)
5(8x + 6y) = 69(5)

de donde resulta

40x + 32y = 352
40x + 30y = 345

Se resta ahora la ecuacién 40x + 30y = 345 de la ecuacion 40x + 32y = 352

40x + 32y = 352
40x — 30y = —345

2y =7
~7_35

2

Yy =35

Al sustituir este valor en la ecuacion 5x + 4y = 44 resulta

S5x + 4(3.5) = 44

5x + 14 = 44
5x = 44 — 14
5x = 44 — 14
5x = 30
x=3—0=6
5
x=06

Por ende

Precio de 1 kg de almendra $6.00.
Precio de 1 kg de nuez $3.50.

En un juego de salén se vendieron 10 000 boletos. El precio de los boletos en la seccion numerada
fue de $40.00 y en la general de $15.00. Si el ingreso total obtenido fue de $310 000.00, determina
cuantos boletos se vendieron en la seccion numerada y cuantos en la general.

Solucion

Si consideramos la variable x como el nimero de boletos vendidos de la seccion numerada y como
y el nimero de boletos vendidos de la general, entonces las ecuaciones que resultan son

x + y = 10 000
40x + 15y = 310 000

Si se multiplican los miembros de la primera ecuaciéon por 15, se obtiene

15x + 15y = 150 000
40x + 15y = 310 000
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Al restar la primera ecuacion de la segunda queda

40x +15y = 310 000
—15x — 15y = —150 000

25x = 160 000
160 000
=
25
x = 6400

Si se sustituye este valor en la ecuacion x + y = 10 000 podemos obtener el valor de y

x + y = 10 000
6400 + y = 10 000
y = 10 000 — 6400
y = 3600

Por tanto

Boletos vendidos en la secciéon numerada: 6400
Boletos vendidos en la seccion general: 3600

Un avioén avanza con una rapidez de 600 millas por hora con el viento a favor y con una rapidez
de 560 millas por hora con el viento en contra. Calcula la rapidez del viento.

Solucion

Si x representa la rapidez del avidén en aire tranquilo y la literal y indica la rapidez del viento, en-
tonces tenemos este sistema de ecuaciones

x +y = 600
x —y =560

Al resolverlo por el método de suma y resta obtenemos

x + y =600
x — y =560
2x =1160

1160
2
x = 580

Al sustituir el valor de x que resulta en la primera ecuaciéon obtenemos el valor de y

x +y =600

580 + y = 600
» = 600 — 580

y =20

Por tanto, la rapidez del aire es de 20 millas/hora.
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L. Resuelve los problemas razonados siguientes, que implican un sistema de ecuaciones lineales
con dos incognitas. (Elige la opcion correcta.)

1. Si 12 kilogramos (kg) de papas y 6 kg de arroz cuestan $102.00, mientras que 9 kg de papas
y 13 kg de arroz cuestan $153.00, ;cuanto se tiene que pagar por 3 kg de papas y 2 kg de
arroz?

a. $30
b. $32
c. $28
d. $36

a. $30

2. Si 5 kilogramos (kg) de almendra y 4 kg de nuez cuestan $30.00, mientras que 8 kg de al-
mendra y 6 kg de nuez cuestan $47.00, ;cudnto cuestan 6 kg de almendra y 8 kg de nuez?

a. $42
b. $48
c. $46
d. $44

d. $44

3. Guillermo invirti6 parte de su dinero a 12% vy el resto a 15%. El concepto de interés por am-
bas inversiones totalizé $3000.00. Si hubiera intercambiado sus inversiones, el ingreso habria
totalizado $2940.00. ;Qué cantidad de dinero invirtié a 15%?

a. $10 000
b. $14 000
c. $13 000
d. $12 000

d. $12000

4. Irma invirtié parte de su dinero a 9% y el resto a 13%. El ingreso por concepto de intereses
por ambas inversiones dio un total de $3690.00. Si hubiera intercambiado sus inversiones, el
ingreso obtenido por los intereses habria sido de $3570.00. ;Qué cantidad invirtié a 9%?

c. $15000
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5. En un juego de futbol de salén se vendieron 12 000 boletos. El precio de los boletos es de
$25.00 en la seccion numerada y $15.00 en la general. Si el ingreso total que se obtuvo fue
de $220000.00, ;cuantos boletos se vendieron de la seccion numerada?

a. 5000
b. 8000
c. 9000
d. 4000

d. $4000

6. Al ir corriente abajo un bote promedia una velocidad de 18 kilémetros por hora (km/h). Al
regresar a contracorriente, su velocidad promedio es de 8 km/h. ;Cual es la rapidez de la
corriente de agua?

a. 6 km/h
b. 7 km/h
c¢. 5km/h
d. 9 km/h

c. 5 km/h

7. Un avién puede viajar a 500 kilémetros (km) por hora con el viento a favor y a 460 km por
hora con el viento en contra. Calcula la rapidez del viento.

a. 20 km/h
b. 25 km/h
c. 18 km/h
d. 22 km/h

a. 20 km/h

8. Se mezcla una solucién salina al 40% con otra similar al 80% para obtener 50 litros de solu-
cion salina al 60%. ;Cudntos litros de solucion al 80% se mezclan?

a. 25
b. 20
c. 28
d. 22
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9.

Se mezcla una solucién salina al 30% con otra similar al 70% para obtener 40 litros de una
solucion salina al 60%. ;Cuantos litros al 30% se deben mezclar?

a.l2
b. 9
c. 14
d.10

d. 10

10.

En cierto ano, 8 1 (I) de gasolina Magna Sin y 10 1 de gasolina Premium cuestan $82.00,
mientras que 4 1 de gasolina Magna Sin y 7 1 de gasolina Premium cuestan $51.00. ;Cuanto
cuestan 5 1 de Magna Sin y 12 de Premium?

a.$85
b.$90
c.$73
d.$80

d. $80

11.

Ramoén invirtié en el banco $200 000 a un plazo de un afio: una parte de su dinero al 8% y
el resto al 10%. Si el monto total de los intereses que recibi6 fue de $18 400, ;cudnto dinero
invirtio al 8%?

a.$80 000
b.$75 000
c. $85 000
d.$82 000
e. $120 000

a. $80000

12.

Graciela invirtié $350 000 a un plazo de un afio: una parte del dinero al 7% y el resto al 9%
por afio. Si por concepto de intereses recibié $28 900, ;cuanto dinero invirtio al 9%?

a.$220 000
b.$200 000
c. $208 000
d.$205 000
e. $130 000

a. $220000
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Sistema de ecuaciones lineales con tres variables

Una ecuaciéon de la forma ax + by + cz = d, donde a, b, ¢ y d son nameros reales,
con a, by ¢ no todos nulos, es una ecuacion lineal con tres variables (x, y, 2).

De la misma forma que se puede resolver un sistema de dos ecuaciones lineales
con dos incognitas (x, 3) es posible resolver un sistema de tres ecuaciones lineales.
En este caso se sugieren los pasos indicados a continuacion de sistemas.

Procedimiento para resolver un sistema de ecuaciones lineales con tres
variables

1. Elimina una de las incégnitas tomando dos de las tres ecuaciones. Para ello se
utiliza el método de suma y resta o combinacion lineal que ya conoces.

2. Toma entonces la tercera ecuacion que no se utilizé en el paso anterior y con
cualquier otra de las ecuaciones elimina la misma incégnita por el mismo mé-
todo de combinacion lineal.

3. Como resultado de seguir los pasos anteriores quedara un sistema de dos
ecuaciones lineales con dos incognitas, el cual puedes resolver por el método
elegido y asi hallar los valores de esas dos incognitas.

4. Por ultimo, se sustituyen los valores obtenidos de las dos incognitas en una de
las ecuaciones originales (puede ser cualquier ecuacion, siempre que conten-
ga la incognita que falta) y se obtendra asi el valor de la tercera incognita.

Se tendra entonces la solucion del sistema: (x, y, 2).

Igual que con los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas, un siste-
ma de tres ecuaciones lineales con tres incognitas puede tener una solucion, ningu-
na solucion o un conjunto infinito de soluciones.

Recuerda:

a. Si un sistema de ecuaciones lineales tiene una tnica solucion es consistente-
independiente.

b. Si un sistema de ecuaciones lineales no tiene solucion es inconsistente.

c¢. Si un sistema tiene un conjunto infinito de soluciones entonces es consisten-
te-dependiente.

Resuelve este sistema de ecuaciones:
6x — 4y — 5z =12
4x — 29— 3z=8
5x+ 3y — 4z =4

Solucién
Si tomamos las primeras dos ecuaciones y queremos eliminar entre ellas la incognita z, entonces
primero multiplicamos ambos miembros de la ecuacion 6x — 4y — 5z = 12 por 3, asi como ambos
miembros de 4x — 2y — 3z = 8 por 5

3(6x — 4y — 52) = 12(3)

5(4x — 2y — 3z) = 8(5)

de donde resulta

18x — 12y — 15z = 36
20x — 10y — 15z = 40
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Como los coeficientes numéricos de la variable z son iguales y del mismo signo, entonces pode-
mos restar una ecuacion de la otra para eliminar dicha incognita; en este caso restemos la primera
de la segunda, de lo que se obtiene

—18x + 12y + 152 = —36
—20x — 10y — 15z = 40

2x + 2y 4

Al dividir entre 2 resulta
x+y=2

Si tomamos ahora la segunda y la tercera ecuaciones del sistema, entonces para eliminar la incog-
nita z primero se multiplica la segunda ecuacion por 4 y la tercera por 3; luego

4(4x — 2y — 32) = 8(4)

3(5x + 3y — 42) = 4(3)
de donde resulta

16x — 8y — 12z
15x + 9y — 12z

32
12

Para eliminar la incognita z restemos la ecuacion

15x + 9y — 12z = 12 de 16x — 8y — 12z = 32
y entonces resulta

x— 17y = 20

De las operaciones anteriores resulta el sistema de ecuaciones lineales siguiente
x+ ypy=2
x — 17y = 20

Si resolvemos este sistema de ecuaciones por el método de combinacion lineal, para eliminar la
incoégnita x restemos la ecuacion x — 17y = 20 de x + y = 2, de donde resulta

18y = —18; por tanto

=— osea
18
y=-1
Al sustituir y por su valor en la ecuaciéon x + y = 2 queda
x+ (-1 =2
x — 1= 2; luego
x=2+1, osea
x=3

Para hallar el valor de z podemos utilizar cualquiera de las ecuaciones del sistema y sustituir las
incoégnitas x y y por sus valores obtenidos; por ejemplo, utilicemos la primera ecuacién

6x — 4y — 5z = 12

6(3) — 4(—1) — 5z = 12
18 + 4 — 5z = 12
22 — 5z = 12 de donde
—5z =12 — 22
—5z = —10

Al multiplicar por —1 ambos miembros de la ecuacion resulta

5z = 10; por tanto

10
z=— o sea

z=2



Comprobacion

Sistema de ecuaciones lineales con tres variables

Tomemos la segunda ecuacién, 4x — 2y — 3z = 8, y sustituyamos los valores obtenidos

43) —2(-D - 3(2) = 8
12+2-6=38
8 =38

Comprobemos con la tercera ecuacion

Sx + 3y — 4z =4
53) +3(—=D — 4(2) = 4

15-3-8=4
15—-11 =4
4 =4

Entonces, la solucion del sistema es: (3, —1, 2).

(comprobado)

(comprobado)

I. Resuelve los sistemas de ecuaciones siguientes. (Elige la opcion correcta.)

1l.x+ y+z=4
x—2y—z=1
2 —y — 2z = -1

a. (2, -1, —3)
b. (2,1, 3)

c. 2,—-1,3)
d (2,1, —3)

4. 3x =2y —z=3

2x —y + z= 4
x —2y +3z=3

2,1,
1,2, 1
1,1,2)

(
(
(
2,1, -1

a.
b.
c.
d.

c. (2,-1,3) a. 2,1,
2.5x + 4y + 7z = 2 .2x + 4y +6z=14
3x— 2y +2z=0 —x+ y +45z=-0.5
x+ 5y +8z= —2 —6x—8y +12z = —20
a. (-1,1, 1 5
b. (2,1, -1 a. (4, 2, —)
c. (1, -1,1) 3
d (1,1, -1
b. (4, 1 1)
2 3
d (1,1, -1
1 1
3.2x + 5y + 2z =5 c.(S, >’ —)
3x — 2y — 3z = —1 3
2x + 3y + 3z =10
a. (2,1, -3) 12
b.G,-1,3) ¢ (4’ 2’ 3)
c. 2,-1,3)
d (-2,-1,3)

c. 2,-1,3)
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6.4x — 2y +3z=1
x+3y—4z= -7
3x +y+2z=5

a. (1, —2,3)
b. (—1,2,3)
c. (=1, -2,3)
d (—1,2, —3)
b. (—1,2,3)

Solucidn de una ecuacion lineal con tres incognitas por el método de Cramer
Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales con tres incognitas
ax+by+cz=d,
ax+ by +cz=d,

ax + b5y +cz = d3

De acuerdo con la regla de Cramer, el conjunto solucion de este sistema esta
dado por

D. D:
x=—x, yzﬁ, Z:—Z, con D#O0
D D D

D es el namero que resulta al evaluar el determinante

al bl Cl
D=la, b, c,
a, b3 c,

dl bl cl
Dx=|d, b, c,
d, b, c,
Asimismo
al dl Cl
Dy=|a, d, c,
a% dS c’)
Y por ultimo
al bl dl
Dz =l|a, b, d,
a’) b3 d’)

Observa que los elementos del determinante D son los coeficientes numéricos
de las incégnitas de cada una de las ecuaciones. Las d remplazan a las a en Dx, a
las b en Dy y a las ¢ en Dz.

Veamos ahora cémo evaluar un determinante de tercer orden.

Una forma sencilla de evaluar este tipo de determinantes es aplicar la regla de
Sarrus, la cual consiste en lo siguiente.



Regla de Sarrus

Dado el determinante

Q

)

o

Solucién de una ecuacion lineal con tres incdgnitas por el método de Cramer

bl Cl
bz CZ
b, ¢

Paso 1. Se escriben debajo del tercer renglon los dos primeros renglones.

a
aZ
a;
al
a

2

lbl Cl

=T W
Q’_ﬁwﬁwﬁ

S S

)
[

Paso 2. Se trazan tres diagonales de derecha a izquierda y tres en sentido ante-
rior, como se muestra a continuacion

Paso 3. Se halla cada uno de los productos de los tres nimeros por los que pasa

Paso 4.

Paso 5.

cada diagonal, o sea

Se resta la suma de los productos de los nimeros que estan colocados
en las diagonales trazadas de izquierda a derecha, de abajo arriba, de
la suma de los productos de los nimeros que estan colocados en las
diagonales trazadas de izquierda a derecha y de arriba abajo

El nimero que resulta del paso anterior es el nimero que corresponde

al determinante.

En seguida se presenta un ejemplo.

Resuelve por la regla de Cramer el sistema

Solucion

6x — 4y — 5z =12
4x — 2y — 3z =8
5x+ 3y — 4z =4

Calculemos primero el valor del determinante D
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6 -4 -5

D=4 -2 -3

5 3 —4

De acuerdo con la regla de Sarrus tenemos

6 —4 5
5>< 3><_4 -
\

6><—4><—5
i 2 T
\

D = 6(=2)(—4) + 43)(—5) + 5(=D(—3) — [4(=D(—4D + 6(3)(—3) + 5(—2)(—5)]
D = 48 — 60 + 60 — [64 — 54 + 50]

D = 48 — 60

D= —12

Calculemos a continuacion el valor de Dx

12 -4 -5
Dx=|8 —2 —3
4 3 -4
—4 5
4>< 3>< —
>< > T~
—4 -5
8 -2 -3
\
Dx = 96 — 120 + 48 — [128 — 108 + 40]
Dx = 24 — [-60]
Dx = =36
De acuerdo con lo anterior, x = Dx _ _—36; luego
D —12
x=3

Evaluemos a continuacion el determinante Dy

6 12 -5
4 8 -3
Dy=|5 4 —4
6 12 -5
4 8 -3
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De acuerdo con la regla de Sarrus tenemos

6 12 s
4\ 8/—3/
T
g5
4/ 8\—3\

\

Dy = 6(8)(—4) + 4(4)(—5) + 5(12)(—3) — [4(12)(—4) + 6(H)(—3) + 5(8)(—5)]
Dy = —192 — 80 — 180 — [—192 — 72 — 200]

Dy = —452 — [—464]

Dy = —452 + 464

Dy = 12
De donde
y=-1
Hallemos a continuacién el valor de Dz
6 —4 12
4 -2 8
Dz =|5 3 4
6 —4 12
4 -2 8
De acuerdo con la regla de Sarrus tenemos
/
6 —4 12
4 -2 8
sl
\
6>< 4>< .
\

Dz = 6(=2)(4D + 4(3)(12) + 5(=4)(8) — [4(=DH(@D + 6(3)(®) + 5(—=2)(12)]
Dz = —48 + 144 — 160 — [—64 + 144 — 120]

Dz = —64 — [—40]

Dz = —64 + 40

Dz = —24; luego

Dz —24
Z2=—=—=2
D —12
z =
Comprobacion

6x — 4y — 5z = 12

6(3) — 4(—=1) — 5(2) = 12
18 +4 — 10 = 12
12 = 12

4x — 2y —32=38

43) —2(-1) — 32 =8
12+2-6=8

14— 6=38

5x + 3y — 4z =4

53) + 3(=D — 4(2) = 4
15-3—-8=4

4=4
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Luego, la solucion del sistema es la terna ordenada:

G, -1, 2)
! ! !
x y z

1. Resuelve los sistemas de ecuaciones siguientes por la regla de Cramer. (Elige la opcion correcta.)

1. 3x — 4y — 6z = —16

4x—y — z=5
x— 3y —2z= —2
a. (2, -2,5)

b. 2,2,-5)

C. (_2’ 2, 5)

d. (_2’ -2, 5)

a. (2,—-2,5)
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2. x+ y— z=3
2x + 3y + 2z =16
2x+2y— z=7
a. (—2,6,—-1)
b.(=2,5, -1
c. (=2,6,1)

d (2,6,

c. (—=2,6,1)
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3. 4x — 2y —3z2=38

S5x + 3y — 4z =4
6x — 4y — 5z = 12

d (3,-1,2)
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4. x+ 2y —3z=-20
3x + y+2z=-1
26— 2y + 3z = 14
2x — 2y + 3z =14

a. (=2, —3,4)
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II. Resuelve los ejercicios siguientes. (Elige la opcion correcta.)

5. Una fabrica de muebles produce tres tipos de sillones: el infantil (1), el normal (V) y el de

lujo (D). El proceso de produccion de cada pieza consta de tres etapas: corte, construccion
y acabado. El tiempo en horas (h) que se requiere para cada etapa se muestra en la tabla
siguiente:

Infantil (I) Normal (N) De lujo (L)

Corte 5h 7 h 8h
Construccion 4 h 5h 7 h
Acabado 2h 3h 4 h

Si la empresa dispone semanalmente de un maximo de 206 horas para el corte, 163 para la
construccién y 92 para el acabado, scuantos sillones de cada tipo se pueden producir si el
equipo de obreros opera a su capacidad maxima?

a I=9 N =11 L=28

b. 1=8 N =13 L=06

c. I =10 N =12 L=9

d I=15 N =10 L=12

c. I=10 N=12 L=9

. Se mezclan tres soluciones de 4cido clorhidrico a 25, 40 y 60%, respectivamente, para obte-

ner 100 litros (1) de una solucion a 39%. Si el volumen de la solucion a 40% es cinco litros
menor que el de la solucion a 25%, ;cuantos litros de cada solucién se mezclan?

a. A25% = 40; A 40% =35 A 60% = 25
b. A25% =50; A40% =20;  A60% = 30
c. A25% =35  A40% =25 A G60% = 40
d. A25% =30; A40% =45 A G60% = 25

a. A 25% = 40; A 40% = 35; A 60% = 25

I. Resuelve los sistemas de ecuaciones siguientes por el método que se indica.

1.2x— y=-3 (por sustitucion) 2. 3x + 2y = 10 (por eliminacion)
5x — 6y = 10 2x + 59y =3
a. (=2,-7) a. (4, —1)
b. (—4, —5) b. (—1,4)
c. (4,6) c. (4, -2)
d (=5, -4 d (=2,4)
e. (=6,4 e. (1,4

b. (=4, —5) a. (4, =D
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3.4x — y=5 (por igualacion) 4. 2x + 3y = 18 (por determinantes)
Tx — 2y =17 50—y =11
a. (3,9 a. (=2, 1
b. 9,3 b. (4,3)
c. 3,7 c. (1,-2)
d.(3,5) d. (3,4
e. (7,3) e. (3,6
c. 3,7 d. (3,4

I1. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones lineales con tres incognitas:

5.2x — 3y + 5z = -8
3x +2y— z= -3
4+ y+6z=4

a. (—3,5,2)
b. 3, —4,2)
c. (—3,4,2)
d. 2,4, —3)
e. (—3,2,4)

c. (3, —4,2)

III. Resuelve los siguientes problemas razonados que implican un sistema de ecuaciones lineales
con dos incognitas. (Elige la opcion correcia.)

6. Si 10 kilogramos (kg) de papas y 5 kg de arroz cuestan $55.00, mientras que 7 kg de papas
y 13 de arroz cuestan $67.00, ;cual es el precio por kilogramo de arroz?

a. $4.00
b. $5.00
c. $3.50
d. $6.00
e. $3.00

7. Si 10 kilogramos de papas y 5 kg de arroz cuestan $55.00, mientras que 7 kg de papas y
13 de arroz cuestan $67.00, ;cudl es el precio de un kilogramo de papas?

. $4.00
. $5.00
$3.50
. $6.00
$3.00

S

LIRS
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8. Guillermo invirtié parte de su dinero a 8% y el resto a 12%. El ingreso por ambas inversio-
nes totaliz6 $2440.00. Si hubiera intercambiado sus inversiones, el ingreso habria totaliza-
do $2760.00. ;Cuanto dinero invirtié a 8%?

a. $20000.00
b. $17000.00
c. $8000.00
d. $18000.00
e. $7500.00

9. Guillermo invirtié parte de su dinero a 8% y el resto a 12%. El ingreso por ambas inversio-
nes totaliz6 $2440.00. Si hubiera intercambiado sus inversiones, el ingreso habria totaliza-
do $2760.00. ;Cuanto dinero invirtié a 12%?

a. $9000.00
b. $10000.00
c. $7500.00
d. $9500.00
e. $12000.00

10. Un avion puede viajar a 540 millas por hora (mi/h) con el viento a favor y a 490 millas por
hora con el viento en contra. Calcula la velocidad del avién en aire tranquilo.

a. 520 mi/h
b. 507 mi/h
¢. 500 mi/h
d. 535 mi/h
e. 515 mi/h

e. 515 mi/h

11. Un avién puede viajar a 540 millas por hora (mi/h) con el viento a favor y a 490 millas
por hora con el viento en contra. Calcula la velocidad del viento.

a. 18 mi/h
b. 30 mi/h
c. 25 mi/h
d. 34 mi/h
e. 40 mi/h

c. 25 mi/h
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12. Se mezcla una solucién salina a 50% con otra similar a 75% para obtener 60 litros (1) de
solucion salina a 60%. ;Cuantos litros de solucién a 50% se deben mezclar?

a. 24
b. 27
c. 33
d. 36
e. 32

13. Se mezcla una solucion salina a 50% con otra similar al 75% para obtener 60 litros (1) de
solucion salina a 60%. ;Cuantos litros de solucion a 75% se deben mezclar?

a. 24
b. 32
c. 33
d. 36
e. 28

14. Jorge invirtié $460 000 a un plazo de un afno en una instituciéon financiera, una parte a 8%
de interés anual y la otra a 11%. Si por concepto de interés anual recibi6é $44 600, ;cuanto
dinero invirtié a 11%?

. $260000
. $320000
$230000
. $200000
$250000

S

LIRS

a. $260000







Definicidn de conceptos

Expresion general de una ecuacion cuadratica

Una ecuacion cuadratica, llamada también de segundo grado con una in-
cognita, es una ecuacion de la forma ax® + bx + ¢ = 0, donde a, b y ¢ son
constantes y @ # 0; por ejemplo, la siguiente es una ecuacion cuadratica o
de segundo grado: 2x° — 5x + 3 = 0.

Ecuacioén cuadratica pura

Una ecuacion cuadratica pura es aquella que carece del término en x; por
ejemplo, 5x* — 80 = 0. En general, toda ecuacién de este tipo es de la forma
ax’ + ¢ = 0, donde a y ¢ son constantes y a es diferente de cero.

Ecuacion cuadratica mixta

Es la ecuacién cuadratica que carece del término constante; por ejem-
plo, ¥* + 7x = 0. Toda ecuacién de este tipo tiene la forma ax’ + bx = 0, con
a 'y b constantes y ambas diferentes de cero.

Numero de raices de una ecuacion cuadratica

El conjunto solucién de una ecuacion cuadratica consta, a lo sumo, de dos
raices.

Ecuaciones
cuadraticas

Definicion de conceptos

Resolucion de ecuaciones
cuadréticas incompletas

Resolucion de ecuaciones
cuadréticas completas

Relacion entre los
coeficientes de una ecuacion
cuadrdtica y sus raices

NGmeros complejos

Ecuaciones cuadrdticas como
modelos matematicos

Solucién de ecuaciones
cuadréticas por el método
grafico
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Resolucion de ecuaciones cuadraticas incompletas

r Solucion de ecuaciones cuadraticas puras

Se presentan los métodos para resolver ecuaciones cuadraticas de las formas
ax’ + c=0yax’ + bx = 0.

Resolucion de ecuaciones cuadrdticas de la forma ax* + ¢ = 0

Para resolver ecuaciones cuadraticas de la forma ax’ + ¢ = 0, con a # 0, primero
se despeja la x°, a continuacion se obtiene la raiz cuadrada de ambos miembros
y luego se resuelve la ecuacion con valor absoluto que resulta.

Por ejemplo, si tenemos x> — 64 = 0, entonces
X = 64

Al extraer la raiz cuadrada de ambos miembros de la ecuacién queda

V& = Jei
|x| =8,

de donde resulta: x = 8 0o x = —8.
Si S representa el conjunto solucién de x* — 64 = 0, entonces

$=1{-8,8)

A veces este tipo de ecuaciones puede resolverse por factorizacion, cuando la ex-
presion ax® + ¢ puede descomponerse en factores. En este caso dicha expresion se
factoriza y se iguala cada factor a cero.
Las soluciones de cada ecuacién forman el conjunto solucién de la ecuacion
cuadratica, por ejemplo:y
4> —25=0
2x —52x+5 =0

Al despejar la x en ambas ecuaciones resulta

2x —5=0 y 2x+5=0
5 5

x:— x_—_

2 2

Si S representa el conjunto solucién, entonces
. {_2, 2}
27 2

Resolucion de ecuaciones cuadrdticas de la forma ax® + bx = 0, con a # 0

Este tipo de ecuaciones se resuelven facilmente por factorizacién al descompo-
ner en factores la expresién ax’ + bx.
Como la x es factor comun de la expresion anterior, tenemos que

ax’* + bx =0
x(ax + b) =0

Al aplicar la propiedad multiplicativa resulta

x=0 o) ax +b=0



Resuelve la ecuacién 6x* + 30x = 0.

Resoluciéon de ecuaciones cuadréticas incompletas

Solucién
6x> + 30x =0
x(6x + 30) = 0,
x=0; 6x+30=0
6x = —30
Y
6
x = —5;
S =10, -5}

de donde

luego

I. Resuelve las ecuaciones cuadrdticas incompletas que siguen. (Elige la opcion correcta.)

1.2 +6x=0 5. 40* — 20x = 0 9.3x* — 42 =0
a. {6} a. {0, 5} a.S = {—3.74, 3.74}
b. {(—6) b. {0, =5} b. S ={-3.5,3.5}
c. {0, 6} c. {5 c. §$={-3.6,3.6}
d. {0, —6} d. {—5} d. S = {3.74}
d. {0, —6} a. {0, 5} a. § = {—3.74, 3.74}
2.2 — 14x =0 6. 26> + 4x =0 10. 2x* = 5=0
a. {7} a.s=1{2) a. S ={—1.62,1.62}
b. {(—7} b.S={-2) b. S ={—1.47,1.47)
c. {0, 7} c. S =1{0, -2} c. §$={-1.8, 1.58}
d. {0, =7} d. S = {0, 2} dS={-17,17}
c. {0, 7} c. $=1{0, -2} c. § ={—1.58, 1.58}
3.5 —x=0 7.x*—81=0 11. 46" —1=0
a.S=1{0,1} a.S=1{9, -9} a. S ={-0.5,0.5}
b. s =1{0, -1} b.s=1{-9) b. § = {—0.25,0.25}
c. $=1{1 c. $=1{9} c. $=1{-0.6, 0.6}
d S={-1} d. S = {0, 9} d. S = {—0.35, 0.35}
a. $=1{0, 1} a. S$=1{9, —9} a. S =1{-0.5,0.5)
4. 5x%* + 20x = 0 8.2x°—98=0 12.5x° —4=0
a.S={—4} a. {7} a. S = {—0.96, 0.96}
b. S = {4} b. {—=7,7} b. S ={-0.72,0.72}
c. S={0,4} c. {—7} c. § = {—0.894, 0.894}
d. S = {0, —4} d. {0, 7} d. S = {—0.894}
d. s =10, —4) b. {—7,7) c. § = {—0.894, 0.894}
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Resolucion de ecuaciones cuadraticas completas

Entre los métodos que se utilizan para resolver ecuaciones cuadraticas completas se
encuentran los siguientes:

* Factorizacion.
e Completar un trinomio cuadrado perfecto.
e Formula general.

A continuacion se explican los pasos de que consta cada uno de ellos.

r Método de factorizacion

Para resolver una ecuacion cuadratica completa por este método se requiere que la
ecuacion esté escrita en su forma general o normal. El método consiste en descom-
poner en factores la expresion ax’ + bx + ¢, igualar cada factor a cero y después
resolver cada ecuacion para x. Las soluciones de las ecuaciones que resultan de
igualar a cero cada factor forman el conjunto solucion de la ecuacion cuadritica.

m Resuelve las ecuaciones cuadraticas siguientes por el método de factorizacion.
a.x’*—7x+12=0

Solucion

x—49HDx—-—3)=0
XxX—4=0 o x—3=0
XxX=4 o x=3; osea

S=1{3,4}
b.x* —3x—10=0
Solucion

x—5kx+2=0

x—5=0 o x+2=0; de donde resulta
X=5 o x= -2

§$=1{-2,5}

L. Resuelve estas ecuaciones cuadrdticas por factorizacion. (Elige la opcion correcta.)

1.x°—5x+ 6= 2.x°—5x—14=0 3. +x—-20=0
a. S =16, 1} a S=1{-2 -7} a. S ={—4,5}
b. S = {2, 3} b.S=1{-27 b. S = {10, —2}
c. §=1{-2, -3} c. $=1{-7,2 c. §=1{-10,2
d.s={-1,06) d. s ={—14, 1) d.s = 1{-5,4)

b. S = {2, 3) b. {-2,7) d. §=1{-5,4}
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4.5 +3x—4=0 7.5 —2x—24=0 8. X —7x—18=0
a.S={—41} a. S ={-3,8} a.S={-2,9)
b.S=1{-1, —4) b.S=1{—6,4) b. S ={-6, 3}

c. $=1{-1,4} c. $={—4,0} c. $=1{-9,2}
d. s =11, 4} d. S =1{-8, 3} d. S =1{-3,06}
b. S =1{2, 3} b. {—2,7) d. S =1{-5,4)

5. —7x+10=0 9.3x* +x—10=0 10. 2" — x — 21 =
a.S=1{2,5}

b. S =1{1, 10} a. {—2, —2} a. {—3, %}
c. $={—-1, —10} 3
d. S ={-2,—5) 5 7
a. $=1{2,5}
4 7
6. —3x—18=0 c. {—2, 3} c. {—3, 5}
a. S ={-6, 3}
b. S ={-9,2} 5 { _2}
c S — {3 6) d. {2, 3} d. {3, >
d. s = (3,0}
5 7
c. $=1{-3,6} b {2’ 3} ¢ {3’ 2}

r Método de completar un trinomio cuadrado perfecto

Explicaremos este método con el apoyo del ejemplo siguiente.

Resuelve la ecuacién 3x° + 2x — 8 = 0 por el método de completar al cuadrado.

Solucion

Paso 1. Divide ambos miembros de la ecuacién por el coeficiente de X%, en este caso 3

3x*+2x—8 0

—, de donde resulta
3 3

8
x*+Zx=—==0
3

Paso 2. Transpon el término constante de la ecuacion anterior al miembro derecho (obviamente,
con signo contrario)
2 8
xP+Sx=—
3

Paso 3. Suma a ambos miembros de la ecuacién anterior un nimero tal que en el miembro iz-
quierdo se forme un trinomio cuadrado perfecto. Para hacerlo divide entre 2 el coeficien-
te de x y eleva al cuadrado el cociente obtenido

2
+2=

3
i)
x"t+t-—x+|-| =

3 3

| =

+

W o AN

12
g

7 N W
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Paso 4. Factoriza el trinomio cuadrado perfecto del miembro izquierdo y simplifica el lado dere-
cho de la ecuacion

Paso 5. Si el numero que aparece en el miembro derecho es positivo, extrae la raiz cuadrada en
ambos miembros y resuelve la ecuacion con el valor absoluto que resulta.’

1} 5
‘x + g‘ = 3 de donde resulta:
P |
3 3 3 3
x=2_1 x=_—_1
3 3 ° 3
o 4 -6
== =
3 7 3
x = -2
Comprobacion
Tenemos la ecuacién original 3x* + 2x — 8 = 0. Si x = —2, entonces
3(=2*+2(-2) —-8=0
3(4) —4—-8=0
12 -12=0
12 = 12

4
De nuevo, tenemos la ecuacion original 3x”> + 2x — 8 = 0. Si ahora x = —

) of8)ve

3(Ej+§—8=0

9) 3
(E+§)—8=0
3 03
3

8 —8=0; luego

=

" Si el nimero que aparece en el lado derecho fuera negativo, la ecuacién no tendria solucién para el conjunto de los nd-
meros reales, ya que todo nimero real elevado al cuadrado es positivo.
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1. Resuelve las ecuaciones cuadrdticas siguientes por el método de completar un trinomio cuadra-
do perfecto.

1.x°—8x—20=0

2.2 —1lx +15=0

3.3 — 24x + 45 =0

» Método de solucion por formula general

Por el método de completar un trinomio cuadrado perfecto es posible deducir una
formula que se utiliza para resolver ecuaciones cuadraticas con una incognita. Esa
féormula se conoce con el nombre de formula general.

Para obtenerla resolveremos, completando el cuadrado, la ecuacién ax® + bx +
¢ = 0, con a, by c constantes y a # 0. Tenemos entonces

ax’> + bx +c=0
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Paso 1. Divide ambos miembros de la ecuacion entre a.

ax’ +bx+c 0
a

, de donde resulta

a
bx ¢
xX*+—+==0
a a

. P c . . .
Paso 2. Transpon el término 1 al miembro derecho con signo contrario

Paso 3. En ambos miembros de la ecuacion anterior suma el término algebraico
que se requiere para que se forme un trinomio cuadrado perfecto en el
miembro izquierdo. Para hacerlo, divide entre 2 el coeficiente de x y eléva-

lo al cuadrado
o) a5
X t—x+t|—| =—+| —
a 2a a 2a

Paso 4. Factoriza el lado izquierdo de la ecuacion anterior y simplifica la expresion
del lado derecho

Paso 5. Extrae la raiz cuadrada de ambos miembros de la ecuacién y resuelve para x

( b )2 \/bz — 4ac
X+t —| =\———
2a 4a’

b b* — 4ac
x+—=
2a 2a
N b EJb® — 4ac
=N
2a 2a

x = ——2— de donde resulta

En suma, tenemos lo siguiente.

Formula general para resolver una ecuacion de segundo grado con una

incognita
_ —b*b* — 4ac

x_
2a
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r El discriminante de una ecuacion cuadrdtica y el caracter de sus raices

El discriminante (d) de una ecuacién cuadritica de la forma ax* + bx + ¢ = 0,
donde a, b y c son constantes y a # 0, estid dado por la expresién d = b*> — 4ac.

Importancia del discriminante

La importancia del discriminante de una ecuacioén cuadratica es que su valor
proporciona el nimero y la naturaleza de las raices de dicha ecuacion.

1. Si b — 4ac = 0, las raices son reales e iguales.

2. Si b* — 4ac < 0, las raices no son reales.

3. Si b* — 4ac es un cuadrado perfecto diferente de cero, las raices son reales,
racionales y de diferente valor.

4. Si b* — 4ac > 0, pero no es cuadrado perfecto, las raices son reales, irracio-
nales y de diferente valor.

Para resolver una ecuacion cuadratica por medio de la férmula general se sugiere
realizar lo siguiente:

1. Escribe la ecuacién cuadritica en la forma ax® + bx + ¢ = 0, en caso de ser
necesario.

2. Determina los valores numéricos de a, b, —by c.

3. Evalua el discriminante (d) para determinar si la ecuacion tiene o no solu-
cion para el conjunto de los nimeros reales, el nimero y la naturaleza de sus
raices.

4. Sustituye los valores de a, —b y d en la férmula y después evalta dicha ex-
presion para obtener el conjunto solucion de la ecuacion.

Resuelve las ecuaciones cuadraticas siguientes por la formula general.
a.3x’ +17x — 28 =0
Solucién
Calcula primero el valor del discriminante.
d = b — 4ac,donde a = 3, b = 17 y ¢ = —28. Por tanto

d= 177 — 4(3)(—28)
d =289 + 336
d = 625

Como el discriminante es un cuadrado perfecto (\/625 = 25) las raices de la ecuacién son
reales, racionales y diferentes.
Ahora apliquemos la férmula general

_ —b *+ Jb* — 4ac

X
2a
—17 =625
=t N7
2(3)
—17 £ 25
x =" —

6

409
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de donde
_—17+25_8 4 _—17-25  —42
: 6 6 3 6 6
x—4 =—7
1_5 y X =
Por tanto

b. =3 + 2x — 9 = 0.

Solucién
Calculemos el valor del discriminante d = b* — 4ac, donde a = —3,b =2y c = —9
d= (2~ 4(=3)(~9
d=4— 108
d= —104

Como el discriminante es negativo, las raices de la ecuacién no son reales. Es decir, para el
conjunto de los nimeros reales la solucién de esta ecuacion es J (el conjunto vacio).

c. 56" —12x + 3 = 0.
Soluciéon
Calculemos primero el valor del discriminante d = b* — 4ac, donde a = 5, b =

=-12yc=3
d=(—12)" — 4(5)(3)
d = 144 — 60
d=84

Como el discriminante es positivo y no es cuadrado perfecto, las raices de la ecuacion son
reales, irracionales y diferentes. Ahora aplicamos la férmula general

_ —b=xb* — dac

x =
2a
12 + /84
x = o—_—
2(5)
12 +9.165
x ="
10
12 + 9.165
xl ="
10
12 —9.165
xZ _—
10

x,=2116 y x,= 0.283
S = {2.116, 0.283}

d. x* — 10x + 25 = 0.
Solucion

Tenemos que el discriminante d = b* — 4ac es

d = (—10)* — 4(1)(25)
d =100 — 100
d=0
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Como el discriminante es cero, las raices de la ecuacién son reales e iguales; en otras pa-
labras, el conjunto solucién es una raiz doble, y como los coeficientes son constantes ente-
ros, esta raiz es racional. Aplicamos entonces la féormula general

Ejercicios 4

_ —b* b —dac

x_
2a
100 10
x: = —
2(1) 2
x=5

S = {5} (raiz doble.)

1. Halla el valor del discriminante de las ecuaciones cuadrdticas siguientes. (Elige la opcion co-

rrecta.)

1.3 +5x+1=0

a. 14
b. 15
c. 13
d. 37

C.

13

3.5 —10x+25=0

a. —80
b. —200
c. 200
d. 0

d. 0

5.4 —6x+ 11 =0

a. —140
b. 212
c. —164
d. —144
d. —140

2.2x* — 8 +3=0

a. —8
b. 40
c. 42
d. 38

40

4. x* +3x —10=0

a. —31
b. 48
c. 52
d. 49

d. 49

6. —6x+9=0

a. —24
b. 0

c. 24
d. 72
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I1. Determina la naturaleza de las raices de cada una de las ecuaciones cuadrdticas siguientes.
Relaciona correctamente las columnas.

7. (0) x* + 24x + 140 = 0 a. Reales e iguales.

8. (@ x*+ 16x + 64 =0 b. Complejas.

9. 2% +9x—5=0 c. Reales, racionales y de diferente valor.
10. ) x> —3x+ 10 =0 d. Reales, irracionales y de diferente valor.

11. (Q3x° —5x+2=0
122.()x* —2x—8=0

13. @ x* + 18x + 81 =0
14. (dD2x—7x—5=0
15. M) x* —6x +25=0

16. (@) 9x* — 24x + 16 =0

II1. Determina el conjunto solucion de estas ecuaciones cuadvdticas, si sus elementos son niime-
ros reales. (Elige la opcion correcta.)

17. 8 = 5x — 36 =0 18. 6x* — 17x + 10 = 0
a.S={—4, -9 5
b. S = {4 —9) a. s={—, 2}
c. §=1{—4,9) 6
d. S =1{4,9} 2
b s [2 ]
3
5
Cs=1-2 2
¢ { 6’ }
d.s={—3, z}
3
5
s={2. -2
¢ {6’ }

s
c. S=1{-4,9} @ S_{g’ 2}




19. 2 —6x+27=0

a.
b.s={-1,7}
c. S={-7,1}
d.S=1{-1,-7}
e. S=1{1,7}

Resolucion de ecuaciones cuadréticas completas

20. 56 — 1lx — 12 =0

Q

“

Il

|

&
N |
-

21.2x* —7x —5=0

a. S =1{-0.7,5.2}

b. S = {0.61, —4.1)
c. § =1{—0.61, —4.1}
d. S ={—0.61, 4.1}
e. $=1{-5.2,0.7)

d. §={-0.61, 4.1}

22.3x* —2x+5=0
a. S ={—0.91, 1.58}

b. s 2{2, —1}
3

c. J
d. s ={—1.58,0.91}
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23.16x* +8x —3 =0

24. 55 + 11x+ 2 =0

1 1 1
S ={—= =)]_— _

a {4,4} a.S{S, 2}
b s:{—é, 1} b s:{l, 2}

4 4 5
c S={l, é} c. S={—2, l}

4 4

as--1-2] os={1 )

4 4 5

b s={-2,1] o s={-1, -]
4 4 5
25. % +4x—7=0 26. 2 — 11x —6=0

a. §={-53,1.3} a. S =1{0.5, 6}
b. S ={—4.2,1.5} b. S =1{-0.5, -6}
c. S=1{-15,—4.2}
d S =1{-53—1.3}

a. § ={-5.3, 1.3}

27. & + 14x + 49 =0

a. S = {7} (raiz doble)
b. S = {—7} (raiz doble)
c. S={-7,7}
dS=J

b. § = {—7} (raiz doble)

28. 3 + 8 — 3 =0

a. §= {—3, l}
3

b.s=1{-33}

C. SI{—?), —l}
3

d s:{l, 3}
3




Relaciones entre los coeficientes de una ecuacién cuadratica y sus raices

29. 2x° — 3x = 35 30. 49x° — 56x + 16 = 0
a. S ={-3.5, -5} a. d
b. §= {Z, —5} b. §= {—é} (raiz doble)
2 7
C S:{_Z, 4} c. S :{—é’ é}
2 77
d S= {—Z, 5} d S= {é} (raiz doble)
2 7
e. §= {Z, 5}
2
d S= {—%, 5} d S ={§} (raiz doble)

31. 3% = 7x — 4

as={-u -3 es-hdl esel il aso{-2]
3 3 3 3

Relaciones entre los coeficientes de una ecuacion cuadratica y sus raices

Es posible demostrar que si x, y x, son las raices de una ecuacién cuadritica de la
forma ax® + bx + ¢ = 0, con a # 0, entonces

x, tx,=——

_C
XX, = —
a

Demostremos a continuacion las relaciones anteriores. De acuerdo con la féormula
general tenemos

—b *d
x =—J—, donde d = b* — 4ac
2a
_ —b+Jd —b—d
Entonces, si x, = 2— y x, = 2— tenemos que
a a

415
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—b +d —b —d
N
2a 2a
~b+Jd —b—Jd
X, T x, =
2a
-b—b -2
x, +x, = :_b
2a 2a
es decir
b
X, tx, =——
a

Asimismo, al multiplicar las raices resulta

2a 2a

=)=
XX, = de donde

(o) ~ ()

X%, =
e 4a’
b —d
x,%, =
T 4a?
Como d = b* — 4ac, entonces
b —(b* — 4ac)
XXy = 4a’ luego
b* —b* + 4ac
x,%, =
e 4a’
4ac ¢
x x = = —
1772 4ﬂ2 a
c
a
m a. Determina la suma y el producto de las raices de la ecuacién 3x* + 8x — 3 = 0.
Solucién )
x, +x, =——, luego
a
_—8
X, + X, = ?
x,%, =

C
a

X%, = EX de donde resulta.




Relaciones entre los coeficientes de una ecuacion cuadratica y sus raices

I. En cada una de las ecuaciones cuadrdticas siguientes, halla lo que se indica. Relaciona correc-
tamente las columnas.

1. ( ) Halla la suma de las raices de la a —1
ecuacién 3x* + 5x — 2 = 0.
3
b. B
2. () Halla el producto de las raices de la
ecuacion 4x° — 5x — 36 = 0. 3
C. _E
3. () Halla la suma de las raices de la
ecuacién 16x* + 8x — 3 = 0. d. 2
1
4. ( ) Halla el producto de las raices de la e 5
ecuacién 3x* + 8 — 3 = 0.
1
S35
5. ( ) Halla la suma de las raices de la
ecuacién 2x* — 3x — 35 = 0. 5
g _g
6. () Halla el producto de las raices de la
ecuacién 6x* — 11x — 12 = 0. bh. -9
7. () Halla la suma de las raices de la .9
ecuacién x* — 9x — 16 = 0. 5
J- g
8. () Halla el producto de las raices de la
ecuacién 6x* — 17x + 10 = 0. k. —2

Numeros complejos

Sabemos que la raiz cuadrada de un nimero negativo no es un nimero real. Por

ejemplo, V=9 no es un nimero real, ya que no existe ningun numero de este con-
junto tal que al multiplicarse por si mismo el producto sea —9.

Por ello, el conjunto de los nimeros reales R se ha ampliado para formar un
conjunto numérico nuevo, el conjunto de los niimeros complejos, que se representa
con la letra C. Esto se debe a que los nimeros de este tipo tienen muchas aplica-
ciones en el campo de la fisica y otras disciplinas.

Llamamos ¢ a la raiz cuadrada de —1, es decir, i = +—1. Asi podemos escribir el
namero +—4, por ejemplo, como 2i, ya que —4 = Ja—1 = 2i.

Valor de i
En general, para cualquier nimero entero positivo ,

J—n =idn esdecir, -n=+nJ-1

417
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Por ejemplo

—16 = 4i
—25 =5i
—81 =9i

Cualquier numero de la forma bi, donde b es un nimero real diferente de cero, se
llama niimero imaginario e i =—1 es la unidad imaginaria.

En todo nimero complejo de la forma a + bi, donde a y b son nimeros reales,
a es la parte real y bi la parte imaginaria.

Por tanto, el conjunto de los nimeros complejos resulta de la unién de los
nameros reales (R) con los imaginarios ().

» Representacion gréafica de un nimero complejo

Para representar un nimero complejo o, dicho de otra manera, un nimero de la
forma a + bi, se utiliza un sistema de coordenadas rectangulares, en el cual la parte
real se representa en el eje horizontal y la imaginaria en el eje vertical.

T} Representa graficamente los nimeros complejos siguientes.

a. 5+ 2
Solucion
. A Eje imaginario
4i L
3i 1
2§ qmmmmmmmeeem s ® 5+2i
1i + E
t t t t é > Eje real
0 5
b. —4 + 3i
Solucién
A Eje imaginario
—+ 4i
*4+3i , ------------------ - 3
5 12
E -+ 1i
i : f f » Eje real
-4 -3 -2 -1 0
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c. =3 —06i
Solucion
A Eje imaginario
_3 )
E T T 0 E]e real
; + —i
5 1+ —2i
T -3i
E + —4i
s s
~3—Gi @-----m-oo- - —Gi
» Suma, resta y multiplicacion de nimeros complejos
Sean z, = a + biy z, = ¢ + di, entonces
Suma z +z, =(a+ bi) + (c + di)
=a+bi+tc+di
=a+c+ bi+di
=(@a+o+ b+ di
Resta 2z, —z, =(a+ bi) — (c + di)
=a+bi—c—di
=a—c+ bi—di
=(a— o + (bi — di)
=(@a—0o+b-—adi
Multiplicaciéon  z, -+ z, = (a + bi)(c + di)
= ac + adi + bci + bdi’
Como #* = —1, ya que (\/—1)2 = —1 entonces:
z, 2z, = (ac — bd) + (ad + bo)i
Efectia las operaciones entre nimeros complejos que se indican.

a. (15 + 6i) + (=5 — 149)
Solucion
(15 + 69 + (—5— 144 = 15 + 6i — 5 — 14i
= (15 —5) + (6i — 147)
=10 + (—89)
10 — 8i

b. (13 — 104 — (10 — 29)
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Solucion
(13 — 107) — (10 — 29)

13 — 10i — 10 + 2i

(13 — 10) + (—10i + 2i)
=3+ (—89)

=3—8i

c. (7 + 4D2 — 59)

Solucién

(7 + 4D — 5i) = 7(2 — 50) + 4i(2 — 51)
14 — 35i + 8i — 207
= 14 — 27i — 20(—1)
14 — 27i + 20
34 — 27i

» Division de nimeros complejos

Cuando aparece un numero complejo en el denominador de una expresion alge-

braica de la forma a + bi, para eliminarlo se sigue el mismo método que se aplica

cuando se racionaliza el denominador de una expresion algebraica con radicales.
Si tenemos el nimero complejo @ + bi, entonces su conjugado es a — bi; de

esta manera su producto es

(a + bi)a — bi) = a* — (bi)’

= & — bR
= &~ B(-D)
=a + v

El producto anterior, a* + b’, es un nimero real. Por consiguiente, para eliminar

. . . . L 4
el nimero complejo del denominador, por ejemplo, en la expresion 55 se procede
como se explica a continuacion.

Multiplica el numerador y el denominador de la expresion por su conjugado,
en este caso 2 — 5i; es decir:

4 \(2-5i) 8-20i _8-20i  8—20i
[2+5ij[2—5iJ_ (2) —(5i) 4—25i 4-—25(-1)
_ 8-20i
C4+25
_ 8-—20i
29
20i

8
29 29

En el ejemplo siguiente se detalla este procedimiento.

Ejemplo 8 Efectia la division siguiente entre nimeros complejos
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Solucion

( 7 )4-1—31' 7(4+ 3i)
4-3i){4+3i) 16-—9°

28+ 21

1649

_28+21i 28 2l
25 25 25

» Potencias de i

Si necesitamos encontrar potencias de la unidad imaginaria ¢ tenemos lo siguiente
« F =11 =D =1

ciP=Fi=—1i=—

cit=i = (-DED =1

e =4 i=1-i=1i

i’ =i =1-1D=-1

il =it P = 1= = —i

e f=G2=2=1

-,

-,
|

Cuando se quiere elevar la unidad imaginaria a una potencia #n, donde n es un
namero natural mayor que 4, la potencia se expresa como el producto de dos po-
tencias de i. En este producto, uno de estos factores tiene un exponente multiplo de
4 y el otro debe ser menor que dicho nimero; esto significa que podemos utilizar
el método que se explica a continuacion.

Unidad imaginaria elevada a una potencia n, con n > 4

Primero se divide el exponente de la potencia entre 4 y el residuo sera el expo-
nente de la potencia a la que hay que elevar i para obtener el resultado, por lo
que deducimos lo siguiente.

1. Si el residuo de % es cero, entonces i" = 1. Por ejemplo, evaluemos i 560

140
4560
16
00

Como el residuo es cero, entonces i°® = 1.

2. Si el residuo de 2 es 1, entonces i" = i. Por ejemplo, evaluemos i'?
31
41125
05
1

Como el residuo es 1, entonces ' = i.

3. Si el residuo de % es 2, entonces i” = —1. Por ejemplo, evaluemos i'*
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35
4142
22

2

Como el residuo es 2, entonces i'** = —1.

4. Si el residuo de 2 es 3, entonces i" = —i. Por ejemplo, evaluemos i*’

59
4[239
39

B

Como el residuo es 3, entonces i’ = —i.

Ejercicios 6

L. Evalia las siguientes potencias de la unidad de los niimeros imaginarios. (Elige la opcion co-

rrecta.)
1. 45 3. i 5.i%
a. —i a. i a. i
b.i b. —i b. —i
c. 1 c. 1 c. 1
d —1 d —1 d —1
a. —i a. i d —1
2 40 4. 128 6 81
a. i a. —i a. i
b. —i b.i b. —i
c. 1 c. 1 c. 1
d —1 d —1 d —1
c. 1 c. 1 a. i
7. i% g, 12 9. ;5%
a. i a. i a. i
b. —i b. —i b. —i
c. 1 c. 1 c. 1
d. —1 d —1 d —1
b. —i b. —i b. —i




I1. Efectiia las operaciones entre niimeros complejos siguientes.

10. 8+ 5) + B3 — D

Numeros complejos

11 + 4i
1M1. (7 +9) — 4 — 6d)

3 4+ 15;
12. 65— 3) — (2 — 99)

3 + 6i

13.(-6+4D)+Q2— 19

—4 + 34
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14. 3 + 402 — 59)

15. (9 + 204 — 39)

16. (4 — 302 + 57)

17. 9 + 209 — 29)




NUmeros complejos

18 5—4i
"5+ 4
9 — 40i
41
7+ 2i
19. -
7 —2i
45 + 28i
53

» Solucion de ecuaciones cuadraticas con raices complejas

En una ecuacién cuadritica de la forma ax® + bx + ¢ = 0, con a, b y ¢ constantes
y a # 0, si el discriminante (b*> — 4ac) es menor que cero, la ecuacién no tiene so-
lucién para el conjunto de los nimeros reales, pero si la tiene para el conjunto de
los nimeros complejos.

Resuelve la ecuacién cuadritica x* + 14x + 58 = 0.

Solucion

En este caso se observa facilmente que no existe una pareja de nimeros reales tales que al mul-
tiplicarlos su producto sea 58 y cuya suma sea 14. Por tanto, esta ecuacion no se puede resolver
por factorizacién, asi que resolvamosla por la férmula general.
Evaluemos primero el discriminante d = b* — 4ac
d = (14)* — 41)(58)
d = 196 — 232
d= —36

Ahora apliquemos la férmula correspondiente

—b+Jd
x=——Yc
2a
_ —14 = -36
2(1)
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—14+6i 14
2 2

x=—-7=x3i

X *

5 luego

Las soluciones de esta ecuacion son las raices complejas siguientes

x=-7+3 y x=-7—3i

I. Resuelve las ecuaciones cuadrdticas siguientes, que implican raices complejas. (Elige la opcion

correcta.)
1. ¥ —6x+25=0 4. x>+ 14x +53 =0
a.x=06=*4i a.x=—7*2i
b.x=3*8i b.x=7%x2i
c.x=—3=*4i c.x=—7 * 4
dx=3=*4i dx=—7*4i
d. x=3=* 4i a. x=—7*2i
2. X +6x+13=0 5. x*—10x + 41 =0
a.x=—3=*8i a.x =54
b.x =3 *2i b.x=—-5=%4i
c.x=—2=%4i c.x=5=*8i
d.x=—3* 2§ dx=—-5%8i
d. x= —3* 2 a. x =5 * 4i
3. ¥ —10x+ 34 =0 6. x* — 14x + 58 =0
a.x =10 * 6i a.x =7 =* 6i
b.x=—-5=*5i b.x=7 =% 3i
c.x=5=%3i c.x=—7*6i
d.x =5 % 6i dx=—-7*3i
c. x=5=3i b. x =7 * 3i

Ecuaciones cuadraticas como modelos matematicos

Analicemos a continuacion problemas de aplicaciéon donde el modelo matemadtico es una ecuaciéon
cuadratica.



Ecuaciones cuadraticas como modelos matematicos

a. El producto de dos enteros pares consecutivos es 360. Calcula el nimero mayor.

Solucién
Si x representa el nimero menor, entonces x + 2 es la expresion que representa al mayor
x(x + 2) = 360

X+ 2x = 360
X'+ 2x—360 =0

Al resolver por factorizacion, resulta

(x + 20)(x—18) =0
x = —20
x =18
Si x = 18, entonces x + 2 = 20.
Six = —20, entonces x + 2 = —20 = —18.

El nimero mayor es 20

b. El largo de un rectingulo mide 6 metros (m) mas que su ancho. Si su drea es de 280 m’,
calcula sus dimensiones.

Solucién
Si x representa la longitud de su ancho en metros, la expresion de su largo es x + 6, de
donde
A= x(x + 6)
x(x + 6) = 280
x* + 6x = 280 (%) m
X+ 6x—280=0

(x + 6)m

Al resolver por factorizacion la ecuacién anterior tenemos:

(x+200(x—14) =0

x = —20
x =14
x = —20 se desecha porque la longitud del ancho no puede ser negativa; por tanto, mide

14 m. Asi, la longitud del largo es x + 6; es decir, 20 metros (m).

Ejercicios 8

1. Resuelve los ejercicios de aplicacion siguientes.

1. La posicion (bh) de una flecha lanzada verticalmente hacia arriba esta dada por la ecuacion
h = —16¢ + 160t + 200, donde b se mide en pies y ¢ en segundos (s). Determina el tiempo
que tarda la flecha en llegar al suelo (observa que cuando llega al suelo, la altura b = 0).

11.1 segundos
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2. El 4rea del rectingulo de la siguiente figura es de 150 m®. Calcula su perimetro.

(x+ 7)m

(4x + 3) m

P =50m

3. Calcula la altura de un tridngulo si su longitud es de 4 centimetros (cm) menor que el doble
de su base y su area es de 63 cm’.

14 cm

4. El largo de un rectingulo mide 2 metros (m) mis que su ancho. Si el 4rea es de 120 m®, de-
termina la longitud de su largo.

12 m

5. La hipotenusa de un rectangulo mide 17 centimetros (cm) y un cateto mide 7 cm mas que el
otro. Calcula la longitud de sus catetos.

8cmy 15 cm




Solucién de ecuaciones cuadraticas por el método gréfico

Solucion de ecuaciones cuadraticas por el método grafico

Las raices reales de la ecuacién cuadritica ax® + bx + ¢ = 0 son los puntos que
corresponden a y = 0 en la grifica de la ecuacién y = ax* + bx + ¢

Dicho de otro modo, las raices del conjunto solucion son los valores de x en los
que la grafica corta el eje x. La curva que corresponde a la grafica de la ecuacion
y = ax” + bx + c es una paribola. Si la curva no corta al eje x, las raices son com-
plejas, es decir, b* — 4ac < 0.

Resuelve por el método grafico las ecuaciones siguientes.
a.x’—4=0

Soluciéon
Asignemos a x los valores que se indican en la tabla siguiente y obtengamos los valores que
corresponden a y. Luego ubiquemos en el plano cartesiano los puntos obtenidos y dibuje-
mos la curva que los une.

x y=x —4 P(x, ») "
-3 y=(-37¥—-4=5 (=3,5) T
-2 y=(-2*-4=0 (-=2,0)

-1 y=(C1D"—-4=-3 (=1, -3

0 y=0Y—-—4=—4 0, -4 1 x
1 y=Q"-4=-3 a, =3

2 y=Q2)’—-4=0 (2,0

3 y=0Br-4=>5 3,5) 1

Como se observa, la grifica de y = x* — 4 es una parabola que se abre hacia arriba, como
se muestra en la figura de la derecha.

De acuerdo con la grifica que corresponde a y = x° — 4, el conjunto solucién de la
ecuacion x° — 4 = 0 es § = {—2, 2}, es decir: x, = 2

b. Determina por el método grifico el conjunto solucién de la ecuacion x> — x — 2 = 0.

Solucion

De la ecuacion se obtienen los pares ordenados siguientes, con la grafica respectiva

58 —4 -3 -2 -1 0 0.5 1 2 3 4

y 18 10 4 0 —2 —2.25 —2 0 4 10
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Y.,

Al unir los puntos obtenidos mediante una curva resulta la parabola que se ilustra en
la figura anterior.
De acuerdo con la grifica que obtuvimos, la solucién de la ecuaciéon x> —x — 2 = 0 es

x=—1 o) x =2
S={-1,2}

I. Determina el conjunto solucion de las siguientes ecuaciones cuadrdticas. Sean sus raices ele-
mentos del conjunto de los niimeros reales. (Elige la opcion correcta.)

1.2+ 12x=0 2.2x°—-72=0
a.x =12 a.x=6
b.x = —12 b.x = -6
c.x=0;x=12 c.x=06;,x=—6
dx=0x=—12 dx=7x= -7
e.x=20




3.8 — 26x + 15 =0

-
a. 27 4
NI
b 2’ 4
PR R
C 47 5
gox=_2 =4
. b 3
R
€ 2’ 4

Evaluacion

4. —x* +6x+2=0

a.x=—04,x=7.2
b.x=—-63x=-03
c. x=03x=-06.3
dx=-03x=03
e. x=04x=—7.2

d. x=-03;x=06.3

II. Resuelve los siguientes problemas de aplicacion donde el modelo matemdtico es una ecuacion
cuadpratica. (Elige la opcion correcta.)

5. El largo de un rectingulo mide 6 metros (m) mis que su ancho. Si su drea es de 135 m’,
determina la longitud de su largo.

a. 17 m
b. 15 m
c. 14 m
d 19 m

b. 15 m

III. Resuelve lo siguiente. (Elige la opcion correcta.)

6. Determina la suma de las raices de la ecuacién 10x* — 9x + 2 = 0.

-2
2
el
10
10
9

4 =
10
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IV. Encuentra el producto de las raices de la ecuacion.
7.106" = 9x + 2 =0

—2
a. —

3
NN N~ N[\

®
||
—

1
¢ 3

V. Evaliia las potencias imaginarias siguientes.

8. La potencia imaginaria i 9. La potencia imaginaria i'%.
a.0 a. 0
b. 1 b. 1
c. —1 c. -1
d.i d.i
e. —i e. —i
b. 1 c. —1

VI. Realiza las siguientes operaciones con niimeros complejos y ecuaciones cuadradticas.

10. Efectda la multiplicacion entre nimeros 11. Resuelve la ecuacién cuadritica x* + 6x
complejos (—3 + 4)(—2 — 3i). + 13 = 0. Sean sus raices elementos de
4. 18 + i los nimeros complejos.
b. —15i a.x =3 =* 2
c. —6i b.x=4=%*i
d. 16 + i c.x=4=%*3]
e. 18i d.x=2=%x3i
e.x=—3=*2i

a. 18 + i e. x=—3*2




Propiedades de las desigualdades

Una de las propiedades fundamentales del conjunto de los ndmeros reales
es que se pueden ordenar. Con base en ello, la propiedad de tricotomia esta-
blece que para cualquier par de numeros reales a y b se cumple una de las
proposiciones siguientes:

1. Que a sea mayor que b
2. Que a sea menor que b
3.Queseaa=>~b

Si la diferencia @ — b es un nimero positivo, entonces a es mayor que b
y lo representamos con a > b; por ejemplo

7> 4,
2> -3,
-1> -5,
0> —2,

ya que 7 — 4 = 3, que es positivo.

yaque 2 — (—3) =2 + 3 = 5y 5 es positivo.
yvaque -1 — (=5 = -1+ 5 = 4.
yvaque 0 — (=2) =0+ 2 = 2.

Por el contrario, si la diferencia @ — b es un nimero negativo, entonces a
es menor que b, lo que se simboliza con a < b; por ejemplo

4 <9,
-6 < -2,

=5 <5,
-6 <0,

ya que 4 — 9 = —5, que es negativo.

ya que —6 — (=2) = —6 + 2 = —4, que es menor que
cero.

yaque =5 — (5 = =5 -5 = —10.

ya que —6 — (0) = —6."

Por ultimo, sia — b = 0, entonces a = b.

* Observacion: todo nimero negativo es menor que cero.

Propiedades de las
desigualdades

Desigualdades absolutas
y condicionales

Solucién de desigualdades

Desigualdades con valor
absoluto

Sistema de desigualdades
lineales
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Desigualdad (o inecuacion)

Un enunciado que senala que una expresion es mayor que, mayor o igual que, me-
nor que, menor o igual que otra expresion es una desigualdad (o inecuacion).

Para representar lo expuesto en el recuadro anterior se utilizan los simbolos indica-
dos son los siguientes en el cuadro 1.

Simbolo Significado
> mayor que
=

mayor o igual que

< menor que

I

menor o igual que

» Sentido de la desigualdad

La direccion del simbolo de desigualdad se denomina sentido de la desigualdad; asi,
por ejemplo, las expresiones x > 2 y x > 7 son desigualdades del mismo sentido,
mientras que x > a y b < ¢ son desigualdades de sentido contrario.

» Propiedades de las desigualdades

Para poder trabajar con desigualdades es importante conocer sus propiedades, que
se enumeran a continuacion:

Propiedades de las desigualdades

1. El sentido de una desigualdad no cambia si se suma o se resta un mismo
numero real a sus dos miembros; por ejemplo, si @, b y ¢ son tres nimeros
reales, donde a > b, entonces

a.Sia > belloimplicaquea + ¢c> b + c.
b. a > b, de donde se sigue que a — ¢c > b — c.

2. Fl sentido de una desigualdad no se altera si se multiplica o divide en am-
bos miembros por un mismo namero real positivo; por ejemplo, si @, by ¢
son tres nameros reales, donde @ > by ¢ es un numero positivo, entonces

c>0
ac > bc y
a_b
— > _
c c

3. Si se multiplica o divide a ambos miembros de una desigualdad por un
mismo numero real negativo, el sentido de la desigualdad se invierte; por
ejemplo, si a, b y ¢ son tres nimeros reales, donde @ > by ¢ es un nimero
negativo (¢ < 0), entonces

ac < bc y
a b
< =
¢ @



Solucién de desigualdades

4. Si a, by c son tres numeros reales positivos, donde a > b, entonces
ac > be pero ac<be
5. Propiedad transitiva de la desigualdad

a.Sia>byb> c, entonces a > c.
b.a<byb<c=a<c

6. Propiedad de la no negatividad.

Si a es un namero real, entonces a* = 0.

7. Propiedad del reciproco. Si a es un nimero real, entonces

1
a. Si a > 0 se cumple que ;>0.

1
b. a <0, por tanto, — <0,
a

Desigualdades absolutas y condicionales

Una desigualdad absoluta es la que tiene el mismo sentido para todos los valores
reales de las variables para los que estan definidos sus miembros; por ejemplo

(x—52>—4

es una desigualdad de este tipo, ya que el cuadrado de todo nimero real es un nd-
mero positivo o es cero, y éste es mayor que —4.

r Desigualdad condicional
Una desigualdad condicional es una proposicion verdadera s6lo para ciertos valores
de las variables; por ejemplo, la desigualdad

2x —5>0

. . 5
s6lo es cierta para aquellos valores de x que son mayores que >

Solucion de desigualdades

Si se tiene una desigualdad con una variable, entonces todo valor de ésta que hace
que la desigualdad sea una proposicion verdadera es una solucion de tal desigual-
dad y el conjunto que contiene todas sus soluciones es su conjunto solucion.

Desigualdades equivales

Resolver una desigualdad, también conocida como inecuacion, significa encon-
trar su conjunto solucion.

Si dos o mas desigualdades tienen el mismo conjunto soluciéon entonces son
desigualdades equivalentes.

» Desigualdades lineales con una variable

Si en una desigualdad aparece una sola variable con exponente 1, entonces esa
desigualdad es lineal.

Para resolver una desigualdad lineal (también llamada inecuacion lineal) la es-
cribimos como una sucesion de desigualdades equivalentes cada vez mas simples,
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es decir, en forma analoga a la solucion de una ecuacion lineal; dicho de otra forma,
el objetivo es despejar la variable y obtener la desigualdad equivalente mas simple
que la original aplicando las propiedades adecuadas.

Resuelve las desigualdades siguientes.

a.5x —4=11

Solucion
S5x=11 + 4
5x = 15
=

5
x=3
b.6 —2x<4
Solucion

Con el fin de que el término que contiene la variable x tenga signo positivo, multiplicamos

ambos miembros de la desigualdad por —1, y obviamente cambiamos el sentido de la des-
igualdad

(6 — 2x)(—1) > 4(—1), de donde
-6+ 2x > —4
2x> —4+ 6
26 > 2

2
x> —

x>1

r Representacion del conjunto solucion de una desigualdad graficamente
y en notacion de intervalos

El conjunto solucion de una desigualdad también puede representarse en una recta
numérica y en forma de notacion de intervalos, como se explica en el cuadro 1.

q a4 p Representacion en
Conjunto Representacion grafica .
. . . forma de intervalos
solucion del conjunto soluciéon . ..
del conjunto soluciéon
~ c
a.x>n b T (n, 00)
n
) ~
b.x<n 7 " (=00, )
n
- L
c.x=n L [72, >0)



Solucién de desigualdades

dx=n . - (o0, 1]
n
- ( \ _
en<x<m N J . (n, m)
n m
» ya 1 .
fn<x=m \ ] (n, m]
n m
<t 3 >
gn=x<m r Y [r2, m)
n m
bhn=x=m r 1 [n2, m]
n m
i.x>n
. A | ya
o bien, —:z I ; (=00, —n) U (nn, c0)
x< —n
jx=no / | b
x=-n o " (=00, —=nl U [n, o)

Cuadro 2. Representacion grafica y en forma de intervalos del conjunto solucién
de una desigualdad.

Cabe precisar que un paréntesis en la recta numérica indica que el valor extremo
no forma parte de la solucion y que el corchete indica que si es parte de ésta. (Nota:
al respecto, también se utiliza el criterio siguiente: un pequeno circulo abierto sobre
los extremos en lugar de paréntesis y circulo cerrado en lugar de corchete.)

Resuelve las desigualdades lineales siguientes. Representa el conjunto solucion tanto en forma
grafica como en forma de intervalos.

a.6(5—x)—2x—3)=5Q2 —4x) +6

Solucion

Primero eliminemos los signos de agrupacion y después reduzcamos términos semejantes
en ambos miembros de la desigualdad.

30 -6x—2x+6=10 —20x + 6

36 — 8x = 16 — 20x, de donde resulta
—8x + 20x = 16 — 36
12x = —20, luego
20
x=-=
12
x=-2

3
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La representacion grafica del conjunto solucion es

|
I
0

A su vez, la representacion en forma de intervalos es

(3]

—s0, =2
3
X 3 21
5 < Ty -

b'S 5 4x

Solucion

Primero multiplicamos por el minimo comin denominador (mMcp) con el fin de eliminar los
coeficientes fraccionarios en ambos miembros de la desigualdad. El mcp es 12.

21
12(£ - 5) < 12(296 - —) de donde resulta:
3 4 2

4x — 60 < 9x — 126, luego

4x — 9x < — 126 + 60
—5x < — 66

Con el fin de eliminar el signo negativo del término que contiene la x, cambiemos todos los
signos y el sentido de la desigualdad

5x > 66
(Lo anterior resulta al multiplicar por —1 ambos miembros de la desigualdad.) Por tanto

66
x> —

x> 13.2
La representacion grafica del conjunto solucion es

< | | | I
- I I | K

0 5 1013.2

Por su parte, la representacion en forma de intervalos es

(13.2, 00)
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I. Halla el conjunto solucion de las desigualdades siguientes. (Elige la opcion correcta.)

1. 18x + 6 = 120 — 20x 3. 4 —3x=2
a. = [ : a. ] } >
-3 0 -2 0
b. : ] > b. - : F
0 4 0 2
c. : — c. —= F :
0 3 =2 0
d f ): = d. = ( L
0 3 -2 0
e. = | F e. 5 | | >
0 3 -2 0
c c
2.6x—1>29 4.8 -2(kx—-3)<2+«x
a. I — a. I y —
0 5 0 4
b, ~—i F b. : y—
0 5 0 5
c. : — c. +—i : €
0 5 0 4
d. = I I € d. - | : F
0 5 0 4
e. « } ( e. : ] >
0 4.6 0 4
d. G
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Desigualdad con valor absoluto

Desigualdades con valor absoluto

Recuerda que el valor absoluto de un nimero a, representado por |a|, se define
de esta manera

la| =a, si a>0
|la| = —a, si a<0
la] =0, si a=0

Si tenemos la desigualdad |x| > 3, facilmente observamos que la expresion es
una proposicion verdadera si x > 3 o x < —3, ya que, por ejemplo, si x = 4, enton-
ces |4| > 3, la cual es una proposicion verdadera; asimismo, si x = —4, entonces
tenemos que |—4| > 3, lo cual también es cierto.

En general, si |a| > b, donde a es una expresion algebraica y b un nimero real
positivo, entonces su conjunto solucién es el que resulta de la unién de los conjun-
tos solucion de las desigualdades a > b o a < —b.

Resuelve la desigualdad siguiente con valor absoluto. Representa su conjunto solucion en forma
grafica y en forma de intervalo.

[2x — 5| =3
Solucién
La desigualdad equivale a:
2x —5=3 o 2x — 5= -3
2x=3+5 2x=—-3+5
2x=8 2x =2
x =4 xSE
x=1

—l ] | |
1

0o 1 4
(o0, 11 U [4, 00

que en notacion de intervalos equivale a

Si tenemos la desigualdad |x| < 4, ficilmente se observa que el conjunto solucién
es —4 < x < 4, es decir, la solucién es el conjunto de los nimeros reales que estan
entre —4 vy 4.

En general, si |a| < b, donde a es una expresion algebraica y b es un nimero
real positivo, entonces el conjunto solucion de dicha igualdad es el que resulta al
resolver la desigualdad doble —b < a < b.

Resuelve la desigualdad con valor absoluto que sigue. Representa el conjunto solucién en forma
grafica y de intervalos

|2 —5x] —4=8
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Solucién
Despejemos primero la expresion |2 — 5x]|
12— 5x| =8+ 4
|2 — 5x| = 12, luego
—12=2-5x=12
12 -2 = —5S5x =12 — 2
—-14 = —5x =10

Para eliminar el signo negativo del término que contiene la x cambiemos todos los signos y los
sentidos de las desigualdades

4 =5x = —10, 0 sea
—10 = 5x = 14, de donde
10 14
_? = X = ?
—2= x=28

Por consiguiente, en forma grafica el conjunto solucién es

que en notacion de intervalos equivale a

I. Halla el conjunto solucion de las desigualdades siguientes. (Elige la opcion correcta.)

1. ]2 = 5x| =12 2. |3x — 5| <7
a. { I E a. 3 | £
-2 0 2.8 _% 0 4
A L L | >
b. = . I ’ - W4 AY
-2 0 2.8 b. = Ly l > >
< 74 L AY] o —
—. , N 1 0 5
_ . L | | .
2 0 %.8 c. —F , }—
d. 7 f C _g 0 4
-2.8 0 2 3
| | o - 1’ | AV} .
e. —K . ¥ d. <« , Sy
-2.8 0 2 _2 0 4
3
e. ] f [
_2 0 4
3
a d.
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Desigualdad con valor absoluto

A A A (N A y 4
rl4/v\4\f4. nih e mi = o0 161\3 — o0 \|f8/\8_l X A N
+o +o 4o 4o +4o o t+o +o +o +o +o +o +4o

o0 (@) "
Vi VI A
— = oA N — = e — - /~_U - /1_1 PN /‘,U - O N n_lu ~ A_/_ - N ~ %
w o0 | - |
2
| + |
2 Y ' Y 5 y ' \ \
9\l . . . . I\ . . . \e} . . . .
— v N S N S — v N S N — v N S N
v} ~ 0
N
A A A A A A
i Sl sl |~ N - Y O N Ao N N A N
+ o 4+ o4 o + o L o+~ o 4+ o +~ o + 4+ o + o + o 4+ o
—
— (o oo}
A L Vi L D A S| SN
— Nl i < J— ~ — 0 O A< O == — AN N3 — —
= | | | | = | | | | o] | | | |
[o\] e\l |
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9. 19 —-2x| =7

a. i E
1 8

b. v €
1 8

¢ ~——Ff }—
1 8

d ~——f y
—8 1

e = :( ) >
1 8

Sistemas de desigualdades lineales

Una desigualdad o inecuacion con dos variables x y y es una desigualdad que adop-
ta una de estas formas:

* Ax + By + C <0
* Ax+ By + C=0
* Ax + By + C>0
* Ax+ By + C=0

La solucion de una desigualdad de este tipo es el conjunto infinito de los pares
ordenados (x,, ,) que la satisfacen cuando x y y son sustituidas por x,, y,, respec-
tivamente.

» Grdfica de una desiguladad lineal con dos variables

Geométricamente, la ecuacion Ax + By + C = 0 divide el plano cartesiano o rec-
tangular en dos semiplanos, uno de los cuales es la solucion de la desigualdad (o
inecuacion) Ax + By + € < 0 o bien, de Ax + By + C > 0. Si una desigualdad es de
la forma Ax + By + C> 0 0 Ax + By + C < 0, entonces son desigualdades estrictas
porque su conjunto solucién no incluye los pares ordenados (x,, y,) que estin en
la grafica de Ax + By + C = 0. Entonces, para determinar su conjunto solucién se
procede de esta manera.

Trazo de la grdfica de una desigualdad lineal con dos variables

1. Se dibuja la grafica de Ax + By + € = 0 como una linea punteada, ya que
los puntos de su solucion no lo son de la desigualdad.

2. La solucion es una de las regiones del semiplano que satisfacen la desigual-
dad de que se trata, y para determinarla se elige un par ordenado P(x,, y,)
de prueba (cualquier par que no esté en la recta). Si ese punto satisface
la inecuacion, entonces la region donde se localiza es la solucion; si no la
satisface, la otra region es la solucion.

3. Se sombrea el semiplano que representa el conjunto solucion.
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a. Determina el conjunto solucion de la desigualdad y = 2x — 6.

Solucion

Tracemos primero la recta que corresponde a la ecuaciéon y = 2x — 6.
Una recta queda determinada si se conocen dos de sus puntos. Hallemos los que cor-
responden a sus intersecciones con los ejes coordenados.

Si x = 0, entonces

y=2x—06 y
y=20) —6 A
y = —6 luego, tenemos el punto
©, =6
Si y = 0, entonces
0=2x—06
2x =06
6
x = —
2
x =3, luego, tenemos el punto -6 7
3, 0

Con los puntos (0, —6) y (3, 0) tracemos la grafica de y = 2x — 6.
Para la region del semiplano que corresponde a la solucién, comprobemos si un punto

(x,, ¥,) cualquiera que no esta en la recta satisface la inecuacién. Por ejemplo, verifiquemos
para el punto (0, 0).

y=2x—-06

0=20 -6

0=0-6

0= -6

Como la desigualdad se verifica, entonces la region que se encuentra sobre la recta es
la solucion de y = 2x — 6 y se representa graficamente como sigue

y
/

b. Determina el conjunto solucion de la desigualdad 3x — 2y > 12.

Solucion

Primero traza la grafica de la ecuacién 3x — 2y = 12 como una linea punteada, ya que los
puntos P(x,, y,) que estan en dicha recta no son solucién de la inecuacion.
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Si x = 0, entonces

3(0) — 2y = 12;

—2y =12
2y = —12
o1
2
y=-6

El punto (0, —6) pertenece a la recta 3x — 2y = 12.
Si y = 0, entonces

3x — 2(0) = 12

3x = 12
12
3
x=4

El punto (4, 0) también estd en 3x — 2y = 12.
Con los puntos (0, —06) y (4, 0) tracemos la recta en forma punteada.

Precisemos nuevamente: con esto indicamos que los puntos P(x, y) que pertenecen a la
recta 3x — 2y = 12 no son elementos del conjunto soluciéon de 3x — 2y > 12.
Seleccionemos el P(0, 0)como punto de prueba para comprobar si se cumple la

desigualdad 3x — 2y > 12.
3(0) — 2(0) > 12
0> 12 Proposicion falsa
Como la desigualdad no se verifica, entonces el conjunto soluciéon corresponde a la region

del semiplano donde no se encuentra el punto P(0, 0); o sea, la solucién es la region del
semiplano que se encuentra por debajo de la recta, como se muestra en la siguiente figura
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r Sistema de desigualdades lineales

El conjunto soluciéon de un sistema de desigualdades es la interseccién de los con-
juntos solucion de las inecuaciones que forman ese sistema.

Determina el conjunto solucion del sistema de desigualdades siguiente

Solucion

Tracemos primero en un mismo sistema de coordenadas las rectas de las ecuaciones 2x + 3y = 9

y2x +y = 4.

2x + 3y =9

2 +3y=9
2+ y=4

2x+y =4

Si x = 0, entonces queda 3y = 9

y=3
P(0, 3)

Siy = 0, entonces queda 2x = 9

x =45

P4.5, 0)

Si x = 0, entonces queda y = 4

y=4

PO, 4)

Siy = 0, queda 2x = 4

4

—Ex=2

P(2,0)

En la figura de la pagina siguiente se representan las graficas respectivas
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La region del semiplano que corresponde al conjunto solucion de 2x + 3y = 9 se encuentra
bajo la recta 2x + 3y = 9, incluidos los puntos que le corresponden; esto se puede verificar se-
leccionando como prueba el punto P(0, 0), ya que 2(0) + 3(0) = 9. En la figura siguiente el area
sombreada representa esta region.

Asimismo, la region del semiplano que se halla sobre la recta 2x + y = 4, incluidos los pun-
tos que estan en ésta, es la solucion de la desigualdad 2x + y = 4, como se puede comprobar al
observar que el punto P(0, 0) no la satisface, por lo que su solucién es la region donde no esta
dicho punto.

En la figura de abajo la region indicada con flechas punteadas corresponde a la solucién de
2x + y = 4.

/

Y

y /

N
-
/
/

{ -

La solucion del sistema es la interseccion de los conjuntos soluciéon de ambas inecuaciones y
la identificamos en la figura anterior al observar la superficie donde aparecen flechas y esta som-
breada; o sea, la solucion es la region que se indica en la figura siguiente

—t > X




Sistemas de desigualdades lineales

1. Determina el conjunto solucion de los siguientes sistemas de desigualdades lineales y escribe el
inciso correspondiente en el paréntesis.

1.() x—2y=6

a. y

\ 7 \ [
- v v 1
2x +y =4 ‘] I

A\ AW N

\ \

™ B

+ \ F \

1 _ N |
[ PR it et
b x R ma e

T v [ v
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A4 \ A4 \
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P J \ - - \

B \ L \
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< S
< N
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3.0) x+y>4 a. y
Zx_y<6 N )

4.( ) x+3y=6 a.
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Evaluacion

L. Determina el conjunto solucion de las desigualdades siguientes. (Elige la opcion correcta.)

4 A / A 4
N N N oA N N o A
T - N = mES\ = mIaIN
_w_ LNl SN OTIE S o) + <
g Te + e
(=]
N - T 94 © + © + o
N > ™~ —
_ — N Vi .ll_nﬂ._lll_/~ m O\ == O\ == A
2 =N s ml n_/. — 4+ o a W AN O N J— | I
n o 5 — Re} | I Vol
| =3 © | |
o n_/_\@ N = / \ y % \ y \
— [I DO — v = S AN N — v N S AN 8
A A A 4 o 4 o 4
T © A \© © 4+ o Woo + o 49O T o —_— /._1 [ . /.__.. —_— O

9]

o~
—~
(@)
| —+ N o \f/_O + <
s
[@\] o —
A T _

|
\A!../ 1\6 + o o )N 2 o+ o < 4+ o 4+ o >_ == \O M O == H
N _ _ o _ - _ _
Lg)

owM \ \ y | 1 1 + v v © @
RSN N N N ©w v N S N — 3 N S N N
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7. Determina cual de las graficas corresponde al conjunto solucion del sistema de inecuaciones
lineales siguiente:
x+y=6 a. y
2x—y=0

8. Determina el conjunto solucién del sistema de inecuaciones

x+ =6 y y
7x + 4y = 28 \




16

Sistemas de
ecuaciones
no lineales

Un sistema de ecuaciones no lineales es todo aquel donde al menos una de
las ecuaciones que lo constituyen no es de primer grado. Los siguientes son
algunos ejemplos de sistemas de ecuaciones no lineales

e X+ )P =25 * Ox* — 4" = 36
X —y =11 y=x—2

El conjunto solucion de un sistema de ecuaciones es el conjunto de todos
los pares ordenados que satisfacen todas las ecuaciones que lo forman.

Hay dos tipos de métodos para resolver un sistema de ecuaciones no
lineales:

* El grafico
* El algebraico

El método grafico tiene la caracteristica de que es laborioso y puede ser
impreciso; por ello nos limitaremos a resolver este tipo de sistemas de ecua-
ciones por métodos algebraicos, utilizando los métodos de sustitucion, suma
y resta e igualacion que aprendimos al resolver un sistema de ecuaciones
lineales con dos incégnitas. Algunos ejemplos nos ayudaran a demostrarlo.
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Resuelve este sistema de ecuaciones

Solucion
Si sumamos miembro a miembro las dos ecuaciones del sistema resulta

2x* =32, luego
x* =16, de donde

NN

|x| = 4, luego
x =4 o x=—4
Para obtener los valores de la variable y, se sustituye x = 4 y x = —4 en cualquiera de las ecua-
ciones del sistema, de este modo
X +y =25
Si x =4
@ +y* =125
16 +y* =25
Yy’ =25—-16
Yy =09, luego
Vy' =+
ly| =3, luego
y=3 o y=-3
Si x = —4
(9" +y* =25
16 + y* = 25, por tanto
Yy =25 — 16, luego
y=9
VYt = Jo de donde resulta
ly| =3, luego
y=+3

De acuerdo con lo anterior, el conjunto solucion del sistema de que se trata es el conjunto de los
pares ordenados siguiente, cuya grafica se muestra en la figura de abajo

{4, 3), 4, — 3),(—4, 3), (-4, —3)}

AY

2 4

—10 10




La figura anterior representa la grafica de las ecuaciones y los puntos donde se intersecan, los
cuales son el conjunto solucion del sistema.

Resuelve el sistema de ecuaciones que sigue:
y—x+4x=7
4x —y =8
Solucién

Al despejar la variable y de la ecuacion 4x — y = 8 resulta

4x —y =238
—y =8 —4x, de donde
y=—8+4x

Al sustituir —8 + 4x por y en la ecuacién y — x° + 4x = 7 resulta
(—8 + 4x) — x* + 4x = 7; de donde
—8+4x—x"+4x—-7=0
X +8x—-15=0
Multipliquemos por —1 ambos miembros de la ecuacion anterior para que el coeficiente de x°
tenga signo positivo
(=% + 8x — 15)(—1) = 0(—1)
x> — 8x + 15 = 0; de donde
(x=5x—-3=0
x—5=0x—3=0
x=5 o x=3

Obtengamos los valores correspondientes a la incognita y parax = 5y parax = 3

Six =5 Six=3
4x —y =8 4x —y=238
45) —y =28 43) —y =8
20-y=38 12-y=8
~y=8-20 —y=8—12
—y = —12; luego —y = —4 luego
y =12 y=4

El conjunto solucién del sistema son los pares ordenados {(5, 12), (3, 4)}; la grafica respectiva se
muestra en la figura siguiente.

Ay

20
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I. Determina el conjunto solucion de los sistemas siguientes de ecuaciones no lineales.

1. ¥ +3y"=9
x +y =-3

(=3,0), 0, -3

2. y= ¥ —x—-7
y=2x +3

5,13),(=2, -1

3. 5+ =30
ox* + 3> = —16

1, 5),d, =5),(=1,5), (-1, =5)

4. ¥ +y +2x— 12y +12=0
x+y=0

(=6,06), (-1, 1D




457

5. ¥+ y» =25
3x* — 2" = -5

6. ¥+ 4x—-8=0

x +25=06
7 xy =
x+y=2
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9. X +)y’=16
3x° —y* =20

(5. 7). (5 )
(-3, v7), (-3, —7)

10. x*+ »* =36
4x* — 9" = 144

(=6, 0), (6,0

11. 3 — 29> =16
x — =0

4, H(—4, -4

12. &+ > =25
x+3y=5

(=4, 365, 0




Evaluacion

I. Determina el conjunto solucion de los siguientes sistemas de ecuaciones. Relaciona correcta-

mente las columnas.

1. ( )y=x"—6x+5
y=3x—-9

2. ()X +)y" =10
x—y=4

3. () X+ 47 =25

x+2y=1

4., ( Yx*+y =25
X+ 4y =25

5 ()3 —y'=9
X+ 2y =10

6. () 4x’ 4+ y* =100
4x + 9> =20

7. () ¥ -y =7
X+ =25

8. ( ) x+5/”=30

y=x

9. ( )y —4y—x=0

x = —2y

N

4, 3), (4, =3)
(=4, 3), (-4, —3)

(5,0, (=5,0
4, 3), (4, =3)

(5, 6), (5.
(0, 0), (—4, 2)

2,0, 7,15

(5. 5)

(5. ~5)

1, -3,G,-D

2, -3),(7,12)

5,0, (—4,6), (-4, —6)
4, —1.5), (=3, 2)
(2.5). (2 )
(-2.43). (-2 ~3)

5,0,(=5,0,0,9, (=349

MR

(=3,9
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El logaritmo de un nimero positivo M con base b, donde b > 0y b # 1, es
el exponente x al que hay que elevar esa base (b) para obtener el nimero M.
Es decir,

b*=M equivale a x = log, M

En la expresion log, M, el nimero representado por M debe ser mayor
que cero y recibe el nombre de argumento.

14

14

14

14

4

Logaritmos

Logaritmos
Ecuaciones logaritmicas
Evaluacion de logaritmos

Evaluacion de logaritmos de
base diferente de 10

Las ecuaciones exponenciales
como modelo matematico
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Capitulo 17 Logaritmos

S

. log, x = 2 equivale a la expresion 3 =x

. log,, 1000 = 3 equivale a la expresion 10° = 1000.

Cabe precisar que el logaritmo de 1 en cualquier base es cero y el de la misma base es 1,
por ejemplo
log, 2 = 1, porque 2' = 2
. log,, 10 = 1, porque 10' = 10
log,, 1 = 0, porque 10° =1

Hay dos sistemas de logaritmos que generalmente se usan en matematicas. Uno
cuya base es el nimero irracional denotado por la letra e y cuyo valor aproximado
es 2.718. Los logaritmos de esta base se denominan naturales o neperianos en me-
moria de John Napier (matematico escocés; 1550-1617), su creador, y tienen muchas
aplicaciones en matematicas superiores.

El otro sistema tiene como base de los logaritmos el nimero 10 y se les llama
logaritmos comunes o de Briggs. En este texto solamente usaremos estos logaritmos
de base 10.

Cuando no se escribe la base de una expresion logaritmica se entiende que ésta
es igual a 10. Por ejemplo,

log 46 = log,, 46.

r (aracteristica y mantisa de un logaritmo

El logaritmo comuin de un nuimero positivo N, simbolizado por log N en lugar de
log,,V, consta de dos partes: un entero, que puede ser positivo, negativo o cero,
llamado caracteristica, y una fraccion decimal, que recibe el nombre de mantisa.

La caracteristica del logaritmo comun de un nimero mayor que 1 es el nimero
que resulta al restar 1 del namero de cifras que estan a la izquierda del punto de-
cimal. Por ejemplo,

e La caracteristica de log2347.8 es 3 (yaque 4 — 1 = 3).
* La caracteristica de log3.48 es 0 (pues 1 — 1 = 0).
* La caracteristica de log465.97 es 2 (ya que 3 — 1 = 2).

La caracteristica del logaritmo comuin de un nimero menor que 1 es negativa y
es el nimero que resulta al restar de 9 el namero de ceros que siguen a la derecha
del punto decimal, y a continuacién restar el nimero 10.

Por ejemplo, las caracteristicas del logaritmo de los nimeros 0.84, 0.00079,
0.00674 son —1, —4, —3, respectivamente.

Otra forma de determinar la caracteristica del logaritmo de un nimero consiste
en expresarlo en notacion cientifica y el exponente de la base 10 es la caracteristica;
por ejemplo, la caracteristica del logaritmo de 0.0000724 es —5, ya que 0.0000724
= 7.24 X 107; asimismo, la de 28 es 1, ya que 28 = 2.8 X 10"

r (alculo de logaritmo comun de un nimero con calculadora

Hay tablas con las que puede calcularse el logaritmo comun de cualquier nimero
real o mayor que cero; sin embargo, las calculadoras facilitan enormemente ese
calculo. Por ello es recomendable usarlas en vez de las tablas.

Los logaritmos comunes de nimeros reales mayores que cero pueden deter-
minarse mediante una calculadora que contenga la tecla [log]. El procedimiento
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consiste en oprimir primero las teclas que representan dicho nimero y después
pulsar la tecla con lo que de inmediato aparece el logaritmo de ese nimero
en la pantalla. Es importante precisar que hay calculadoras en las que se oprime

primero la tecla [log].

Determina log 963 con una calculadora. m

Solucion

Paso 1: oprime las teclas .

Paso 2: oprime la tecla [log].

La respuesta es 2.9830, lo cual debe aparecer en la pantalla de la calculadora.

r Antilogaritmos

El antilogaritmo de un ndmero es el correspondiente a un logaritmo dado, es decir,
si logx = y, entonces x es el antilogaritmo de y. Por ejemplo, si log 1000 = 3, en-
tonces el antilogaritmo de 3 es 1000 (ya que 10° = 1000).

En seguida se indica como determinar el antilogaritmo con una calculadora.

Procedimiento para obtener un antilogaritmo con calculadora

1. Oprime las teclas que representan los digitos del logaritmo cuyo antiloga-
ritmo queremos encontrar.

2. Oprime las teclas de segunda funcion 2" la tecla inverso, [inv], o Ia tecla
, segun el tipo de calculadora que utilices.

3. Oprime la tecla y a continuacion aparecera en la pantalla el antilogarit-
mo.

a. Encuentra el antilogaritmo de 3.539 con una calculadora. m

Solucion

Paso 1: oprime las teclas que corresponden a 3.539.

Paso 2: oprime las teclas , o , segun la calculadora.

Paso 3: oprime la tecla [log|.

El resultado obtenido es 3459.39, que como recordaris significa que 10*°* = 3459.39.

b. Encuentra el antilogaritmo de 2.8.

Solucion

Paso 1: oprime las teclas que corresponden a 2.8.

Paso 2: pulsa las teclas , o , segun la calculadora.
Paso 3: oprime la tecla [log|.
El resultado es 630.96, es decir, 10*® = 630.96.
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Ejemplo 4

Capitulo 17 Logaritmos

» Propiedades de los logaritmos

Como las expresiones b* = My x = log, M (donde b > 0y b # 1) significan lo mis-
mo, a cada propiedad o ley de los exponentes le corresponde una propiedad de los
logaritmos. A continuacién se presentan tales propiedades.

Propiedades de los logaritmos

1. El logaritmo de un producto de dos nimeros positivos x y ) es igual a la

suma de los logaritmos de ambos, es decir,

log, xy = log, x + log, y

Esta propiedad es la correspondiente a la ley de los exponentes: b* - &’ = b* 7.
Asimismo, esta propiedad de los logaritmos puede extenderse en el caso
del producto de tres o mas nimeros positivos. Por ejemplo,

log, 7xy = log, 7 + log, x + log, y

. El logaritmo de un cociente de dos nimeros positivos x y y es la diferencia

de los logaritmos de ambos, esto es:

log, %= log, x — log, y
y

o

Esta propiedad es la correspondiente a la ley de los exponentes —=b""".
Por ejemplo, b

log(%) =logx — log6

. El logaritmo de la n-ésima potencia de un namero positivo x es igual a n

veces el logaritmo de x, es decir,
n o
log, X" = nlog, x

Esta propiedad es la correspondiente a la ley de los exponentes (b")" = ™.

a.logx’ = 3logx.

b. log\/x . En este caso log/x =logx"? =

c. log,b=1
d.log,1=0

log x.

N | =

A veces es necesario utilizar estas propiedades para desarrollar expresiones lo-
garitmicas o para escribir una expresion de este tipo como un logaritmo unico.

Escribe en forma desarrollada las expresiones logaritmicas siguientes, aplicando las propiedades

adecuadas.

a. log&
z



Solucion

De acuerdo con las propiedades de los logaritmos
log% =logxy —logz luego
=logx + logy — log 2

logﬂ =logx + logy — log 2
z

b. log x’y*
Solucién
De acuerdo con las propiedades de los logaritmos
logx’y* = logx® + logy”
= 3logx + 2logy
logx’y* = 3logx + 2logy

Jx
c. log—
Iy
Solucion

Al aplicar las propiedades de los logaritmos tenemos

lo £=10 Jx —log?
8 g gy

0

=logx"* — log y"*
=1lo x—llo
> g 3 gy

lo ﬁ—llo x—llo
gé/; > g 3 gy

A continuacién veamos algunos ejemplos en los que dada la expresion logaritmica
en forma desarrollada hay que rescribirla como un logaritmo tnico.

Escribe estas expresiones logaritmicas como un logaritmo anico.
a.log,x + log,y — log, z
Solucion

log, x + log, y — log, z = log, x
z

b. 2logx +3logy — %logz

Solucién
1 2 3
2logx + 3logy — Elogz =logx” +logy’ — log\/;
x2y3
Jz

1
2logx + 3log y —Elogz = log

Logaritmos
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c. log7 + log4 — log2
Solucién

log—— = log? = log 14

1. Escribe las expresiones siguientes como un logaritmo tinico.

1. logx + logy = 6. 3log5 — logx =

2. loga + logh — logw = 7. 4logx + 2logy — 3logw =

3. 2logx + 3logy = 8. log8 — logx — logy =

4. 5logx + 2logy — logw = 9. 2logx — logy — logz =

5. %Ing +%logy = 10. log4 + logx — log5 — logy =




Ecuaciones logaritmicas

I1. Escribe en forma desarrollada las expresiones logaritmicas siguientes.

1. log(5xy) = x5
4. log( ]:
xy

2

3. log (x*yH=

Ecuaciones logaritmicas

La solucion de ecuaciones logaritmicas se basa en la aplicacion de las propiedades
de potenciacion y de logaritmacion. Veamos a continuacién algunos ejemplos.

Resuelve las ecuaciones logaritmicas siguientes.
a.log,x = 4

Solucion

De acuerdo con la definicién del concepto logaritmico, el nimero positivo x es el resultado
de elevar la base 2 a la cuarta potencia, es decir,

x =24 luego
x =16
b. log,x = 2.5
Solucién
x = 325

Para elevar 3°° por logaritmos, el método conveniente es encontrar el logaritmo con base 10
de 3°° y después su antilogaritmo, que es el resultado de la operacién 3°°. Asi

logx = 3%, luego

logx = 2.5log3

logx = 2.5(0.47712)

logx = 1.1928, luego
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x = 10""%, o sea
x = antilog 1.1928
x = 15.588

Nota: indaga cémo evaluar 3°° con calculadora.

c. log,x + log, 6 = 2

Solucion

Para resolver esta ecuacion logaritmica primero debemos escribir el miembro izquierdo
como un logaritmo tGnico con un solo argumento.

log, x + log, 6 = 2

log, x(6) = 2
log, 6x = 2
De donde resulta

6x = 3

6x =9

x = ? luego

G’

L3

2

d. log, 48 — log, x = 2

Solucion

Al escribir el miembro izquierdo como un logaritmo tnico con un solo argumento resulta

48
log,| — | =2, de donde
x
48
~ = 42, luego
48
x(?) =x(4), de donde resulta
48 = 16x, de donde
_48
16
x =

e. log(x®>+ 1) —log(x —2) =1

Solucion

Al escribir el miembro izquierdo como un logaritmo Gnico con un solo argumento resulta

(xz-f—l)
log| —— |=1, de donde
x —2
x?+1 .
=10
x —2
X+ 1=10(x — 2)

x>+ 1=10x — 20
X —10x+21=0



Ecuaciones logaritmicas

de donde al factorizar el miembro izquierdo de la ecuacion anterior resulta

x—7Dx—-3)=0

x% 41

Como ——;
ecuacion dada.

x—7 =0 X

x =7,

-3=0
x=3

es mayor que cero para x = 3 y para x = 7, entonces son las soluciones de la

I. Resuelve estas ecuaciones logaritmicas. (Elige la opcion correcta.)

1. log,x =3 5. log,, x =% 9. log,(7x + 1) = 2
a.x =15 a.x=>5 a.x =4
b. x = 243 b. x =255 b.x=5
c. x =125 c. x =125 c.x=3
dx=28 d.x= -5 dx=6
c. x =125 a.x=>5 b.x=5
2. log,x =5 6. log,x = 5.6 10. log, 5x — 3) =5
a.x = 32 a. x = 2846.2 a.x==6
b. x =10 b. x = 2104.8 b.x=5
c. x =125 c. x = 23525 c.x=7
dx=7 d. x = 2484.2 d x =58
a. x = 32 c. x = 2352.5 c.x=7
3. log;x = 4 7. log,x = 1.4 11. log, (5x) = 4
a.x = 64 a.x =952 a.x =185
b. x =81 b. x = 8.71 b. x = 16.2
c. x =12 c. x =10.41 c. x=9.6
dx=7 d. x = 8.54 d x =153
b. x = 81 a. x =952 b. x =16.2
1
4. log, x = > 8. log,x = 2.5 12. log, (10x) = 3
a.x =45 a. x = 94.24 a.x=5
b.x= -3 b. x = 80.30 b.x=7.2
c. x=95 c. x = 78.58 c. x=5.6
dx=23 d. x = 88.18 d x=064
dy—3 d. x = 88.18 d. x =064
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13. logx + log5 = 2

17. log, (x + D +

20. log 125 = 3

a. x = 20 log, (x —5) =1 a.x =4
b.x =4 a.x=—6 b.x=5
c. x =95 b.x=2 c.x=6
d x =25 c.x=—2 dx=23
dx=06
e.x=-2x=606
a. x =20 d. x=06 b. x=5
14. log(8x) — log4 = 2 18. log (2x) — 21. log 5 =1.2
a.x=75 log(x —2) =1 a.x = 3.82
b.x =25 a.x =35 b. x =4.2
c. x =50 b.x=1.5 c.x=29
d. x = 40 c. x =275 d x=3.1
d.x=25
c. x =50 d x =25 a. x = 3.82
15. log, (x + 2) + 19. log, x — log,8 = 0.5 22. log 9 = 2.1
log,(x =5 =3 a.x = 0.25 a. x = 3.856
a.x=0 b.x=38 b. x = 2.145
b.x=—6 c. x=16 c. x = 2.847
c.x=3 d.x = 32 d x = 3192
dx=-3
e.x=-3x=6
c.x=3 c. x =16 c. x = 2.847
16. logx + log(x — 3) = 1
a.x =2
b.x=5
c.x=5x=—2
dx=—-5x=2
e.x = —2
T x = -5 b. x=5

» Ecuaciones exponenciales

Una ecuacion exponencial es aquella en la que la incégnita aparece al menos en un
exponente.

Para resolver este tipo de ecuaciones se utilizan las propiedades de los logarit-
mos y las de la potenciacion, como se detalla en los ejemplos siguientes.

Ejemplo 8 Resuelve las ecuaciones exponenciales siguientes.

a. 2"=8

Solucion

Una forma de resolver esta ecuacion es la siguiente.
Observa que 8 es igual a 2% por tanto, 2° = 2% entonces tenemos esta propiedad.
Sib*=V,conb>0ybF#1, entonces x = y; por ende, la solucion de la ecuacion

referida es x = 3.



Ecuaciones logaritmicas

Esta ecuacion también puede resolverse aplicando esta propiedad: sia = b,donde ay b
son dos numeros reales mayores que cero, entonces loga = log b, es decir,

Si 2¥ =8, entonces
log2" = log8, de donde
xlog2 = log8
al despejar la x resulta
.= log8
log 2
0.90309
x = , ego
0.30103
x=3
b. 15 = 140
Solucién

Al aplicar la propiedad, si @ = b, con a y b mayores que 0, entonces loga = log b, tenemos

log 15* = log 140
2xlog15 = log 140

2 = log140
log15

2x = 1.8248, de donde
x = 0.9124

c. 5% 1=15625
Solucion

log5™ ! = log15 625
(4x — Dlog5 = log 15 625

hy — 1= log 15625
log5
4x —1=06
Despejemos a continuacion la x:

4x =06+ 1
4x =7
7
x = —
4

e. 47(2.7)" = 3 856

Solucién
Para facilitar la soluciéon de esta ecuacion primero despejamos la expresion 2.7*. Como 47
multiplica a dicha expresion, entonces pasa dividiendo al miembro derecho de la ecuacion

_ 3856

2.7%
47

2.7 = 82.0425, de donde al resolver la ecuacién por logaritmos resulta

x log 2.7 = log 82.0425
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al despejar x queda

. log 82.0425

log2.7

X = 4.4372

I. Resuelve estas ecuaciones exponenciales. (Elige la opcion correcta.)

1.3 =729 5. 80(5.4)" = 7 800
a.x=>5 a. x =21
b.x =4 b.x=19
c. x =0.5 c. x =295
dx=6 d.x = 2716
d x=06 d. x =2.716
2. 6" = 7776 6. 7° % = 1540
a.x =55 a.x = 4.6
b.x=5 b. x =5.77
c. x =45 c. x =064
d. x =525 d x= 3.8
b. x=5 b. x =577
3. 42" = 88.7 7. 6000(2.67)"%* = 12 000
a.x =15 a. x = 23.52
b.x=1.7 b. x = 18.4
c. x=1.2 c. x =256
dx=1.6 d.x = 20.8
c. x=12 a. x = 23.52
4. 46(27)° = 414 8. 26(12)* = 16 480

a.x = 0.6

b. x = 0.58
c. x =0.72
d. x = 0.45

a.x =186
b. x = 2.24
c. x = 2.596
d.x =321

c. x = 2.596




9.

10 000€*" = 20 000 (Nota: e = 2.7183)

a.t=9.9
b.t=84
c. t =105
d t=92

13.

Evaluacion de logaritmos de base diferente de 10

1000(0.5)"*= 20

a.t=165.4
b. t = 150.2
c. t =158

d.t=170.9

a. t=99 c. t =158
10. 1000€*° = 3 000 (Nota: e = 2.7183) 14. 12 000(2)*> = 60 000
a. t=15.6 a.x =5.2
b.t =204 b. x = 3.8
c. t =183 c. x=06.1
d t=195 d. x = 4.64
c. t=18.3 d. x = 4.64
11. 30e %% = 24 (Nota: e = 2.7183) 15. 800e %1% = 560 (Nota: e = 2.7183)
a. x = 6281.2 a. t = 3408.3
b. x = 5578.5 b. t = 2450.2
c. x = 5140.3 c. 1 = 2978.8
d. x = 5908.4 d.t = 2876.4
b. x = 5578.5 d. t = 2876.4
12. 25 000e™°™ = 35 000 (Nota: e = 2.7183) 16. 571 =38
a. x = 7.48 a. x = 0.25
b.x=9.2 b. x = 0.146
c. x =652 c. x = 0.38
d.x = 8.2 d x=1.2
b. x =92 b. x = 0.146

Evaluacion de logaritmos de base diferente de 10

Si queremos hallar log, 15 podemos representar dicho valor por la literal x y enton-
ces resulta la ecuacion logaritmica

log, 15 = x,
3*=15

de donde

Al resolver la ecuacién exponencial anterior tenemos

log3* = log 15
xlog3 = log15,

de donde
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.= log15
log 3
x = 2.465

En general, dada la expresion log, a = x, entonces

b = a, de donde
xlogb = loga
1
= loga
loghb

Es decir, el logaritmo de un nimero mayor que cero de base b diferente de 10 es
igual al cociente del logaritmo de dicho nimero y el logaritmo de la base de ambos
con base 10, como se muestra en los ejemplos siguientes.

log 47

Ejemplo 9
a. log, 47 =
&7 log7

=1.978

b. log,8 = log8 _ 3

log2

Ejercicios 4

1. Halla el valor de los logaritmos siguientes. (Elige la opcién correcta.)

1. log, 20 4. log,, 124 7. log, 48
a. 1.85 a. 2.40 a. 4.732
b. 2.16 b. 1.25 b. 6.10
c. 3.40 c. 2.87 c. 5.585
d. 2.93 d. 1.934 d. 5.924
b. 2.16 d. 1.934 c. 5.585
2. log, 36 5. log, 8 8. log, 235
a. 1.82 a. 1.20 a.3.72
b. 2.954 b. 2.45 b. 2.10
c. 3.17 c. 1.893 c. 3.46
d. 2.226 d. 1.62 d. 2.8056
d. 2.226 c. 1.893 d. 2.8056
3. log, 50 6. log, 760 9. log, 326
a. 2.43 a. 4.785 a. 2.783
b. 3.54 b. 5.41 b. 1.965
c. 1.84 c. 3.96 c. 3.14
d. 2.94 d. 4.211 d. 2.14
a. 2.43 a. 4.785 a. 2.783




Las ecuaciones exponenciales como modelo matematico

10. log, 1.5
a. 0.585 b. 0.64 c. 0.492 d. 0.510

a. 0.585

Las ecuaciones exponenciales como modelo matematico

En medicina, biologia, quimica, fisica y economia existen muchos problemas de
crecimiento y decaimiento cuyo modelo matematico es una ecuacién exponencial.

Cuando un proceso de crecimiento se caracteriza por un incremento porcen-
tual continuo o constante de valor se denomina proceso de crecimiento exponen-
cial. Por el contrario, cuando un proceso de decaimiento se caracteriza por una
disminucioén porcentual constante de valor se conoce como proceso de decaimiento
exponencial.

Por ejemplo, si la poblacion de cierto pais crece constantemente a una tasa de
3%, el proceso de crecimiento se puede describir mediante una funcion exponen-
cial. Si la frecuencia del contagio de cierta enfermedad decrece constantemente
el nimero de habitantes a una tasa de 5%, el proceso de decaimiento también se
puede describir por una funcién exponencial.

Veamos a continuacion algunas aplicaciones de la funcion exponencial.

r Interés compuesto

El rédito que se paga por el uso del dinero se llama interés. La cantidad de dinero
que el banco presta a una persona o empresa se conoce como capital.

El interés se calcula como un porcentaje llamado fasa de interés de un capital
en cierto periodo, que puede ser anual, semestral, trimestral, semanal o diario.

Si se presta un capital P a una tasa de interés anual 7, al final del periodo el
saldo (S) del prestamista se calcula mediante esta férmula:

S = P + Pr, de donde resulta
S=P1+ 7

Observa que el saldo es la suma del interés generado y el capital invertido.

Cuando el saldo obtenido al término del periodo se vuelve a prestar (capi-
talizar) a la misma tasa de interés, entonces el interés es compuesto, esto es, es el
interés que se paga sobre un interés anterior.

Por ejemplo, si un capital P se presta a una tasa de interés anual » compuesta
anualmente, entonces

* FEl saldo al final del primer afo sera:
S = P + Pr, luego
S=P1 +r

* Al final del segundo afio sera:

S=P1 +r)+ PQA + r) r,luego
S=P1+nrn@+n»
S§=rQa +r?

¢ Al final del tercer ano sera:

S =P1 + r* + P + v’r, de donde resulta
S=r1 -+’
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¢ Al final de ¢ anos sera:

SO =PA + )

En los ejemplos que siguen se muestran algunos de estos casos.

Se desea invertir un capital de $10 000 a una tasa de interés anual de 6%. Calcula el saldo después
de 10 afios si el interés se compone anualmente.
Solucion
Si el interés se compone anualmente tenemos que
S=P1+ 7
S =10 000(1 + 0.06)"°
S =10 000 (1.06)"°
S = 17 908.47

(si se compone anualmente & = 1)

I. Responde a las preguntas 1y 2 con base en el planteamiento siguiente. (Elige la opcion correcia.)
Inviertes $800 000 en una cuenta que paga una tasa de interés compuesto de 8% anual.

2. Si piensas retirar tu dinero cuando tu sal-
do sea de $1 600 000, ;a qué plazo debes
invertir ese dinero?

1. ¢Cual sera tu saldo dentro de cinco anos?

a. $1 175 462.4
b. $1 064 860.2
c. $1 250 400

d. $1 150 280.5

a. Ocho anos
b. 9.5 anos
c. 10 anos
d. Nueve anos

a. $1 175 462.4 d. Nueve anos

I1. Responde a los ejercicios 3 y 4 con base en el planteamiento siguiente. (Elige la opcion correcta.)

Blanca invierte $600 000 en una cuenta que paga una tasa de interés compuesto de 9% anual.

3. ¢Cuadl sera su saldo dentro de cuatro anos? 4. ;A qué plazo tiene que invertir su dinero

a. $825 400 para que su capital se duplique?
b. $850 205 a. Ocho anos

c. $902 600 b. Siete anos

d. $846 949 ¢. Nueve anos

d. $846 949

d. 10 anos

a. Ocho anos




rrecta.)

Las ecuaciones exponenciales como modelo matematico

III. Responde a los ejercicios 5y 6 con base en el planteamiento siguiente. (Elige la opcion co-

Un cultivo contiene 4000 bacterias. Después de ¢ horas de proliferacion, el nimero de bacte-
rias (n) presentes en el cultivo esta determinado por la expresion n = 4000(2)". Contesta las

preguntas 5y 0.

5. Determina el namero de bacterias pre-
sentes en el cultivo después de 2.5 ho-
ras de proliferacion.

a. 24 800
b. 23 500
c. 21 500
d. 22 627

d. 22 627

6. ;:Después de cuantas horas (h) de prolife-
racion habra 362000 bacterias?

a.75h
b.65h
c. 55h
d.8h

b. 6.5h

IV. Responde a los ejercicios 7y 8 con base en el planteamiento siguiente. (Elige la opcion correcta.)

La poblacién de cierta ciudad es de 400 000 habitantes. Se estima que el nimero de habitantes
(P) después de ¢ afios se determina con la expresion P = 400 000(1.02)".

7. Determina la poblacion estimada dentro
de 20 afios.

a. 605 400 habitantes
b. 608 000 habitantes
c. 594 379 habitantes
d. 390 100 habitantes

c. 594 379 habitantes

8. ¢Dentro de cuantos anos se estima que el
numero de habitantes sera el doble que la
actual?

a. 38 anos
b. 40 anos
c. 35 anos
d. 30 anos

c. 35 ailos

V. Responde a los ejercicios 9y 10 con base en el planteamiento siguiente. (Elige la opcion correcta.)

El valor comercial de un automoévil nuevo es de $140 000. Después de t afios de uso, su valor
(v) esta determinado por la expresion v = 140 000(0.88)".

9. Determina el valor del auto cuando tenga
12 anos de uso.

a. $30 194
b. $28 400
c. $32 000
d. $27 600

a. $30194

10. ;A los cuantos anos de uso el valor del
auto sera de $50 394?

a. Nueve anos
b. Siete anos
c. 10 anos

d. Ocho anos

d. Ocho anos
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VI. Responde a los ejercicios 11 y 12 con base en el planteamiento siguiente. (Elige la opcion co-
rrecta.)

Una sustancia contiene 500 gramos de material radiactivo. Después de ¢ anos, la cantidad de ma-
terial radiactivo (Q) presente en la sustancia estd determinado por la expresion Q = 500(0.95)".

11. Determina la cantidad en gramos (g) de
material radiactivo presente en la sus-
tancia dentro de 35 anos.

a.83.0g
b.80¢g
c. 8¢
d 90 g

d. 83.0

12. ;Dentro de cuantos anos la cantidad de
material radiactivo presente en la sus-
tancia se reduce a la mitad?

a. 13.5 anos
b. 14.5 anos
c. 12 anos
d. 13 anos

d. 13.5 anos

1. Escribe en el paréntesis la respuesta correcta de expresar como un logaritmo vinico la siguiente
expresion logaritmica. (Elige la opcion correcta.)

1. (. )4logx + 3logy — 2logz

. log (—24xyz)
. log (—x4y322)
log x*y*2*
x4y3

ZZ

ST M

W

. log

2

z
log—— 3

Xy

o

4.3

Xy
z2

d. log

II. Resuelve las ecuaciones logaritmicas siguientes.

2.( )log,x =74

a. x = 54.76
b. x = 168.897
c. x = 204.96
d. x = 148.9
e. x = 59.67

b. x = 168.897
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3.( )log,(Jx—=6)=3

a.x =72
b. x =70
c.x =12
d. x = 42
e. x =58
b. x =70
4. (C )log,5 + log,2x +3) =5
a.x =17
b.x = 2.1
c. x=14
d. x =195
e.x =28
a. x=1.7
III. Resuelve la siguiente ecuacion exponencial. (Elige la opcion correta.)
5. C ) 46(3)" = 12 480
a.x =7
b.x=5.1
c. x =506
d. x= 4.6
e.x =139
b. x =51

IV. Encuentra el valor del siguiente logaritmo.
6. ( )log, 17

a. 2.5786
b. 0.904
c. 1.7074
d. 0.7536
e. 4913

a. 2.5786
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V. Aplicacion

La magnitud de un terremoto en la escala de Richter (R) se calcula con la ecuaciéon R = log i,
donde i representa cuantas veces es mas intenso un terremoto que otro cuya actividad telurica
es la menor magnitud que puede registrarse en un sismoégrafo.

7. ;Cuantas veces es mas intenso un terremoto de magnitud 7.2 en la escala de Richter respecto
a otro de magnitud 3.5 de la misma escala?

a. 370 veces

b. 4800 veces
¢. 6 400 veces
d. 5400 veces
e. 5012 veces

e. 5012 veces

8. Con el fin de calcular el area de la superficie de una persona se utiliza la férmula empirica:
log A = —2.144 + 0.425 log m + 0.725 log b, donde A representa el drea en metros cuadra-
dos (m?), m el peso en kilogramos (kg) y » la altura en centimetros (cm). Calcula el drea de
la superficie de una persona que pesa 70 kg y que mide 160 cm de altura.

a. 1.73 m?
b. 21 m?
c. 1.81 m?
d. 192 m?
e. 2.2 m?

El nimero de bacterias presente en un cultivo después de x horas de proliferacion esta dado
por la ecuacién y = 4000(2)". Determina lo siguiente.

9. El nimero de bacterias que habra en el cultivo después de 2.6 horas de proliferacion.

a. 24 251
b. 32 000
c. 24 850
d. 29 400
e. 18 453

a. 24 251




10.

Evaluacion

El namero de bacterias presentes en un cultivo después de x horas de proliferacion esta
determinado por la ecuacién y = 400(2)°. ;Después de cuintas horas (h) habria 362000
bacterias?

a.5.7h
b.4h

c. 65h
d. 7.6 h
e. 9.8 h

e. 98 h

Luis invierte $500 000 en una cuenta a un interés compuesto anual de 6%. Contesta las pre-
guntas 11 y 12.

11.

¢Cual sera su saldo dentro de siete anos?

a. $844 739.5
b. $895 423.85
c. $890 500.6
d. $751 815.1

d. $751 815.1

12.

¢A qué plazo debe invertir el dinero para que su saldo sea de $796 925?

a. Once anos
b. Nueve anos
¢. Ocho anos
d. Diez anos

c. Ocho anos
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En este capitulo estudiaremos ciertos tipos de relaciones que se caracterizan
porque las variables que intervienen en ellas siguen una ley determinada que
puede expresarse mediante un enunciado o con una ecuacion. Estas relacio-
nes reciben el nombre de variaciones de proporcionalidad o simplemente
variaciones.

Variacion directamente proporcional

Una variable y es directamente proporcional a la variable x si la razén o cocien-
H . H V— 12 16 20
te entre ambas variables es constante; es decir, = = 4 (ya que ¥, 7, 2, etc.),

donde k& recibe el nombre de constante de proporcionalidad.

Analicemos la relacion siguiente entre las variables x y y expresada me-
diante la tabla

% y
3 12
4 16
5 20
6 24
7 28

Observa que para cualquier par ordenado de la relacién anterior,
2 =4 (ya que 2, % 2, etc.); es decir, la relacién % es constante; ademads,

x

cuando x crece en una unidad esto implica un aumento en y de 4 unidades.

Variaciones de
proporcionalidad

y Variacion directamente
proporcional

y Variacion directa con la
n-ésima potencia

y Variacién inversamente
proporcional
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Cuando el valor de una variable aumenta e implica un incremento en el valor
de otra, la relacion entre ellas es directa; ademas, si esos aumentos son en la misma
proporcion, entonces la relacion es de proporcionalidad directa.

Por tanto, en la tabla anterior y es directamente proporcional a x.

Veamos un ejemplo de aplicacion de este tipo de variacion en la vida real.

Segun la ley de Boyle, cuando la presiéon de un gas es constante, entonces el volumen que ocupa
es directamente proporcional a su temperatura absoluta. Si a una temperatura de 54 K (grados
kelvin) un gas ocupa un volumen de 30 metros ctbicos (m?), ;cuil es el volumen que ocuparia a
una temperatura de 180 K?

Solucion

De acuerdo con el enunciado del problema, el volumen () es directamente proporcional a la
temperatura absoluta (7'); es decir,

Y= K, de donde
T
30 m’ v
= , luego
54 K 180 K
30 m’ (180 K)
v, luego
54 K
v =100 m’

Por tanto, cuando la temperatura del gas es de 180 K el gas ocupa un volumen de 100 m’.

Variacion directa con la n-ésima potencia

La variable y varia en forma directamente proporcional con la n-ésima potencia de
x si la razon xl es constante, donde # es un nimero real positivo; es decir:

<> = K, donde K es la constante de proporcionalidad.

O también se dice que y es directamente proporcional a x".

Analicemos la relacién entre las variables x y y expresada mediante la tabla
siguiente:

x y
1 3
2 12
3 27
4 48
5 75

Ficilmente se observa que la razén %, entre cada par ordenado, no es cons-
tante, pero la relacion entre las variables es directa, ya que al aumentar el valor
de x aumenta el valor de y; sin embargo, la relacién entre dichas variables no es
proporcional.



Variacion directa con la n-ésima potencia

Tratemos de encontrar una expresion que relacione las variables mediante una
constante de proporcionalidad. Veamos qué sucede si elevamos los valores de x al
cuadrado.

L3 y
1

4 12
9 27
16 48
25 75

Observamos ahora que para cada par (x%, y) la relacién % es constante
(é 12 27 48 5 _ 3) *
172 45 997167 25 °
En este caso, y es directamente proporcional al cuadrado de x; entonces, y = Kx’.
En general, si y varia proporcionalmente a la n-ésima potencia de x, entonces:

y = Kx", donde 7 es un nimero real positivo y K una constante.

Cuando un cuerpo cae libremente a partir del reposo, la distancia (d) que recorre es directamente
proporcional al cuadrado del tiempo (#) que transcurre a partir del comienzo de su caida. Si un
cuerpo cae 63.51 metros (m) en 3.6 segundos (s), encuentra la distancia total recorrida al cabo de
cinco segundos.

Solucién
De acuerdo con el enunciado del problema tenemos los siguientes pares ordenados de la forma
(1, d): (3.6, 63.51) y (5, d); es decir, para un tiempo de 3.6 seg la distancia recorrida es 63.51 m, y
para un tiempo de 5 s corresponde una distancia (d), cuyo valor queremos encontrar.

Como la variable d varia directamente con el cuadrado de t, entonces

K= ;iz, luego
63.51m _d
(3.6) (57
_ 6351 m(5)"
(3.6)°
5 2
d = 63.51 m(—)
3.6
d =1225m

Es decir, al final de cinco segundos de caida, el cuerpo ha recorrido 122.5 metros.

Variacion inversamente proporcional

Se dice que la variable y es inversamente proporcional a la variable x si dicha variable y es directa-
mente proporcional al reciproco de x, es decir, y = K (1), de donde al despejar K resulta K = xy.
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Analicemos la relacion siguiente

X y
1 24
2 12
3 8
4 6
6 4
8 3

24 1

De acuerdo con la tabla anterior, al aumentar el valor de x disminuye el valor
de y; en este caso la relacion entre las variables es inversa.

Por otro lado, también observamos que en la misma proporcion en que aumenta
la variable x disminuye la variable y, es decir, si x se duplica, el valor de y disminuye
a la mitad; si x se triplica, y se reduce a la tercera parte y asi sucesivamente. Por ello
se dice que la relacion entre las variables x y y es inversamente proporcional.

Asimismo, para la relaciéon que nos ocupa el producto xy siempre es constante;
en este caso es igual a 24; por tanto, K = 24.

Veamos una aplicacién de este tipo de relacion.

m Como hemos dicho, de acuerdo con la ley de Boyle, en un gas a temperatura constante, su vo-

lumen es inversamente proporcional a la presiéon a que estd sujeto. Si a una presion de 24 libras
por pulgada cuadrada (Ib/pulg?) el volumen de un gas es de 690 pies cubicos (pies’), scudl es el
volumen que ocuparia dicho gas cuando su presion es de 144 1b/pulg?

Solucion

Segun el enunciado del problema, los pares ordenados de la forma (P, V) que se mencionan son
(24, 690) y (144, V), es decir, si P = 24, entonces V = 690 y a una presién de 144 lb/pulg’ le co-
rresponde un volumen V, que es el valor que queremos encontrar.

Como la relacion entre las variables es inversamente proporcional, entonces:

K = PV, de donde
(24 1b/pulg?(690 pies’) = 144 Ib/pulg® (V), luego

(24 1b/pulg’ ) (690 pies®)
(144 1b/pulg’)

V = 115 pies’

Para una presién de 144 Ib/pulg’ el gas ocupa un volumen de 115 pies ctbicos cuando su
temperatura permanece constante.




Variacién inversamente proporcional a la n-ésima potencia

Variacion inversamente proporcional a la n-ésima potencia

Una variable y es inversamente proporcional a la n-ésima potencia de x si varia
directamente con el reciproco de x", es decir:

1 P .
y=K (—n donde 7 es un namero real positivo, K es una constante,
X

De acuerdo con lo anterior

K
y= =z de donde resulta
K=x"y

En seguida se presenta un ejemplo de este tipo de relacion.

El peso de un cuerpo es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que lo separa del
centro de la Tierra.

Si un astronauta pesa 784 newtons (N) en la superficie terrestre, scuanto pesara cuando se
encuentre a 80 kilometros (km) sobre la superficie del planeta? (Nota: supon que el radio de la
Tierra es de 6436 km.)

Solucion

De acuerdo con el enunciado del problema, para una distancia entre el astronauta y el centro de
la Tierra, cuyo radio es de 6436 km, el astronauta tiene un peso de 784 N y como su peso (P)
varia de manera inversa con el cuadrado de la distancia (d) a la que se encuentre del centro de la
Tierra, entonces

K = d’p; por tanto
(6436 km)*(784 N) = [(6436 + 80) km]* P, luego
(6436 km)*(784 N) = (6516 km)* P

(6436 km)* (784N)
(6516 km)?

6436\’
P=|— 84 N
(6516) 7

Observa que cuando el astronauta se encuentra a 80 km sobre la superficie del planeta enton-
ces se halla a una distancia de (80 + 6436) km del centro de la Tierra, es decir, d = 6516 km.

P = 76487 N

A una distancia de 80 km sobre la superficie terrestre, el peso del astronauta seria de 764.87
newtons.
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I. Resuelve los ejercicios siguientes, donde las variaciones son modelos matemdticos de fenémenos
reales, con base en cada uno de los planteamientos indicados.(Elige la opcion correcta.)

La masa muscular (m) de una persona varia de forma directamente proporcional con su peso
total (P). Si una persona de 80 kilogramos (kg) de peso tiene una masa muscular de 32 kg,

1. Determina la masa muscular de una persona que pesa 150 kilogramos.

a. 58 kg
b. 62 kg
c. 60 kg
d. 65 kg

c. 60 kg

2. Determina el peso de una persona cuya masa muscular es de 28 kilogramos.
a. 72 kg
b. 69 kg
c. 70 kg
d. 74 kg

c. 70 kg

La aceleracion (@) con que se desplaza un cuerpo es directamente proporcional a la fuerza apli-
cada (F). Si un cuerpo se mueve con una aceleraciéon de 3 metros por segundo cuadrado (m/ s?)
cuando se le aplica una fuerza de 240 newtons (N), calcula:

3. La aceleracién con que se moveria si se le aplicara una fuerza de 280 newtons.

a. 3.5 m/s’
b. 3.75 m/s’
c. 4 m/s*

d. 3.8 m/s’

a. 3.5 m/s’

4. Determina la fuerza que se requiere aplicar sobre dicho cuerpo para que se mueva con una
aceleracion de 2 m/s’.

a. 150 N
b. 165 N
c. 156 N
d. 160 N

d. 160 N




Variacion inversamente proporcional a la n-ésima potencia

La fuerza de atraccién gravitacional (f) que ejerce la Tierra sobre un objeto es directamente
proporcional a la masa () del objeto. Si la fuerza de atraccién que ejerce la Tierra sobre un
cuerpo de 50 kilogramos (kg) es de 490 newtons (N), determina:

5. La fuerza de atraccién gravitacional cuando la masa es de 28 kilogramos.

a. 280 N

b. 269.6 N
c. 2705 N
d. 2744 N

d. 2744 N

6. La masa de un objeto si la fuerza de atraccion entre éste y la Tierra es de 588 newtons.

a. 60 kg
b. 58 kg
c. 62 kg
d. 70 kg

a. 60 kg

Cuando un cuerpo cae a partir del reposo, su velocidad es directamente proporcional al tiempo
del vuelo. Si al final de dos segundos (s) la velocidad de un objeto que cae desde el reposo es
de 19.6 metros por segundo (m/s), contesta las preguntas 7 y 8:

7. ;Cual sera su velocidad a los cinco segundos?

a. 49 m/s
b. 52 m/s
c. 48 m/s
d. 50 m/s

a. 49 m/s

8. Cuando un cuerpo cae, ¢a los cudntos segundos su velocidad sera de 63.7 m/s?

a.6s
b.7s
c. 65s
d 75s

c. 65s
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La presion hidrostatica (p) en el fondo de una alberca es directamente proporcional a la pro-
fundidad (h). Si a una profundidad de 1.5 m la presion hidrostatica es de 14 700 newtons por
metros cuadrado (N/m?), determina:

9. La presion hidrostitica a una profundidad de 2.4 metros.

a. 124 600 N/m?
b. 23 520 N/m?
c. 21 480 N/m?
d. 24 000 N/m?

b. 23 520 N/m’

10. ;A qué profundidad la presion hidrostitica es de 15 680 N/m??

a. 1.8 m
b.1.9m
c. 1.65m
d. 1.6 m

d. 1.6 m

Cuando la presion de un gas es constante, el volumen que ocupa es directamente proporcional
a su temperatura absoluta. Si un gas ocupa un volumen de 50 metros ctbicos (m®) cuando su
temperatura es de 90 grados kelvin (K), determina:

11. El volumen que ocuparia si su temperatura fuera de 225 K.

a. 125 m’
b. 120 m’
c. 123 m®
d. 127 m’

a. 125 m®

12. La temperatura del gas si éste ocupa un volumen de 60 m°.
a. 110 K
b. 112 K
c. 108 K
d. 106 K

c. 108 K




Variacion inversamente proporcional a la n-ésima potencia

La fuerza del aire sobre la vela de un barco varia de manera directamente proporcional con el
cuadrado de su velocidad. Si la fuerza del aire sobre la vela de un barco es de 50 newtons por
metro cuadrado (N/m?®) cuando su velocidad es de 25 kilémetros por hora (km/h),

13. ¢Cual es la fuerza que ejerce el aire sobre la vela de un barco cuando su velocidad es de 75
km/h?
a. 420 N/m’
b. 475 N/m’
¢. 415 N/m?
d. 450 N/m?

d. 450 N/m*

14. ;Cuil es la velocidad del aire cuando ejerce una fuerza de 60 N/m’ sobre la vela de un
barco?
a. 30 km/h
b. 27.4 km/h
¢. 29 km/h
d. 26.5 km/h

b. 27.4 km/h

La potencia que se requiere para impulsar un barco varia de manera directamente proporcional
al cubo de su velocidad. Cuando un barco se desplaza con una velocidad de 12 nudos la poten-
cia que lo impulsa es de 5184 caballos de fuerza (hp).

15. ;Qué potencia se requiere para que el barco se desplace con una velocidad de 18 nudos?

a. 17 496 hp
b. 17 000 hp
c. 17 840 hp
d. 18 000 hp

a. 17 496 hp

16. ;Cual es la velocidad de un barco si se requiere de una potencia de 10 125 caballos de fuer-
za para impulsarlo?
a. 16 nudos
b. 14 nudos
¢. 15 nudos
d. 17 nudos

c. 15 nudos
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El peso normal de una persona es directamente proporcional al cubo de su altura. Si el peso
normal de una persona de 2.03 metros (m) de altura es de 103.2 kilogramos (kg).

17.

¢Cual es el peso normal de una persona cuya estatura es de 1.78 m?

a. 69.6 kg
b. 72.4 kg
c. 67.3 kg
d. 68.1 kg

a. 69.6 kg

18.

¢Cudl es la estatura de una persona si su peso normal es de 60.63 kg?

a. 1.7 m
b. 1.65m
c. 1.8 m
d. 1.6 m

a. 1.7 m

Cuando un cuerpo cae a partir del reposo la distancia que recorre varia en proporciéon directa
con el cuadrado del tiempo de vuelo. Si un cuerpo que se ha dejado caer desde el reposo reco-
rre una distancia de 144 pies en tres segundos,

19.

¢Desde qué altura cay6 dicho cuerpo si llegé a la superficie en 4 segundos (s)?

a. 250 pies
b. 260 pies
¢. 256 pies
d. 265 pies

¢. 256 pies

20.

¢Cuanto tiempo tarda en llegar a la superficie un objeto que se deja caer desde lo alto de
un edificio de 207.36 pies de altura?

a.42s

b.3.6s

c. 30s

d.39s

b. 3.6




Variacion inversamente proporcional a la n-ésima potencia

La intensidad de la corriente eléctrica que circula por un conductor varia de manera inversa-
mente proporcional con la resistencia eléctrica del mismo. Si la corriente (i) que fluye por un
conductor es de 15 amperes cuando la resistencia eléctrica es de 6 ohms, determina:

21.

La intensidad de la corriente si la resistencia eléctrica es de 10 ohms.

a. 9 amperes
b. 10 amperes
c. 8 amperes
d. 9.5 amperes

a. 9 amperes

22.

El valor de la resistencia eléctrica de un conductor si por él circula una corriente de 5 am-
peres.

a. 20 ohms

b. 19 ohms

c. 18 ohms

d. 16 ohms

c. 18 ohms

A temperatura constante, el volumen que ocupa un gas es inversamente proporcional a la pre-
sion. Si el volumen que ocupa un gas es de 56 pulgadas cubicas (pulg®) cuando la presion es
de 18 libras por pulgada cuadrada (Ib/pulg?).

23.

¢Cual es su volumen si la presién es de 16 Ib/pulg®?

a. 60 pulg’
b. 65 pulg’
c. 61 pulg’
d. 63 pulg®

d. 63 pulg’

24.

¢Cuil es la presién de un gas que ocupa un volumen de 50.4 pulg®?
a. 18 1b/pulg’
b. 20 Ib/pulg’
c. 22 Ib/pulg’
d. 19 Ib/pulg’

b. 20 Ib/pulg’
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25.

Doce hombres realizan cierto trabajo en ocho dias. ;Cuantos dias tardarian 16 hombres?

a. 5

b. 4
c. 7
d. 6

a. 6

26.

Un avion que vuela a 300 kilometros por hora (km/h) tarda 20 minutos en llegar a su des-
tino. ;Cuanto tiempo tardaria si vuela a 500 km/h?

a. 12 min

b. 14 min

¢. 15 min

d. 11 min

a. 12 min

El peso de un cuerpo es inversamente proporcional al cuadrado de su distancia al centro de la
Tierra. Si un objeto pesa 80 newtons (N) en la superficie terrestre,

27.

¢Cual sera su peso a una distancia de 1000 kilémetros (km) por encima de la superficie
terrestre? Considera que el radio de la Tierra es de 6436 kilometros.

a.59.9 N

b. 54.6 N

c. 625N

d. 65N

a. 599 N

28.

¢A qué distancia por encima de la superficie terrestre dicho cuerpo pesara la mitad de lo
que pesa en la Tierra?

a. 2700 km

b. 2600 km

c. 2665.9 km

d. 2940.5 km

c. 2665.9 km




Evaluacion 495

La iluminacion (i) de una fuente luminosa es inversamente proporcional al cuadrado de la dis-
tancia a partir de la fuente. Si a una distancia de 6 metros (m) la iluminacién que produce una
fuente de luz es de 75 bujias,

29. ¢Cual es la iluminacion que produce dicha fuente a una distancia de 12 m?

a. 20 bujias

b. 18.75 bujias
¢. 17.5 bujias
d. 17 bujias

b. 18.75 bujias

30. ¢A qué distancia de la fuente se produce una iluminacion de 12 bujias?

a. 14 m
b. 16 m
c. 15m
d. 17 m

c. 15m

1. Elige la respuesta correcla.

1. La fuerza que se requiere para estirar un resorte es directamente proporcional a la elonga-
cién. Si una fuerza de 35 newtons (N) estira 7 centimetros (cm) un resorte, ;qué fuerza se
requiere para estirar ese mismo resorte 11 cm?

a. 48 N
b. 60 N
c. 50N
d. 57 N
e. 55N

e. 55N
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2. El peso de una esfera varia de manera directamente proporcional con el cubo de su radio. Si
una esfera de tres pulgadas de radio pesa 10.125 libras (Ib), scuil es el peso de una esfera de
16 pulgadas de diametro?

a. 192 1b
b. 186 b
c. 180 1b
d. 197 Ib
e. 200 Ib

a. 192 1b

3. El peso de un cuerpo es inversamente proporcional al cuadrado de su distancia al centro de
la Tierra. Si un cuerpo pesa 80 newtons en la superficie terrestre, ;cuanto pesara si se en-
cuentra a una distancia de 300 millas por encima de la superficie del planeta? Considera que
el radio de la Tierra es de 6436 kilémetros.

a. 69.22 newtons
b. 60.5 newtons
c. 72 newtons

d. 63.2 newtons
e. 65 newtons

a. 69.22 newtons
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